CHAPITRE XIII INTEGRALES A PARAMETRE

|PT : TD N° 1 SUR LE CHAPITRE XIII |

+00
] EXERCICE N° 1 \ On considere la fonction f définie par: f(x) :f e_t2 ch(2xndt
0

1. Justifier que f est définie pour tout x réel.
+00
On pose u(x,t) = e~ ch(2xf) de sorte que f(x) = f u(x, t)dt. On remarque que f(—x) = f(x) autre-
0
ment dit il suffit de justifier que I'intégrale f(x) converge pour x = 0 pour obtenir la définition de f sur R.

r ch(2x t)] ,est continue sur R d’ou
a

Or, u est une fonction continue sur R? donc, pour tout x = 0, [u(x, Jit— e

—12 2xt

aussi sur [0, +oo[. De plus: |u(x, )| = u(x, t) ~t—+00 Ee e puisque cha ~ % avec a =2xt ——— +00
Clulx, 0l 1 e )
Mais oy g AT 0 car —2f+2Xt+t~ipo — 12 —oo donc u(x,t) =100 0(e™")
e_t 2 t—+o00 t—+00

Or, [t — e~ '] estintégrable sur [0, +oo[ donc, par domination, [ — u(x, )] est intégrable sur [0, +oo] et, par suite,
f (x) converge pour tout x = 0.
Par parité, ‘ f est définie sur R | et, pour tout x réel, [£ — u(x, f)] est intégrable sur [0, +ool.

2. Etablir que f est de classe C! sur [-A, A] pour tout réel A > 0.

Il s’agit de vérifier : i) Vx € [-A,A], [t — u(x, t)] est intégrable sur [0, +oo
ii) V£ € [0, 400, [x — u(x, )] est de classe C! sur [-A, A]
iii) Vx e [-AA], | t— a—j:(x, t) | est continue sur [0, +oo[
iv) Domination :
il existe ¢, continue, positive et intégrable sur [0, +oo[ avec Vx € [-A,A], V1t € [0, +oo],

a_u(x | < @a(r)
SRR

i) a été démontrée dans la question 1. Il est clair que, par les théorémes usuels, u est de classe C! sur % = R?
(fonction de deux variables). Cela justifie les hypotheses ii), iii) en passant aux applications partielles.

ou —2 Y q
Ona: V(x,t)e[-AA]x][0,+00], —(x t)=2te"" sh(2xt) d’ou, en partant de la contrainte :

—A< x<A>50—2At <2xt <2At = —sh(2A1) <sh(2xt) <sh(2At) = |sh(2xt)| < sh(2At) >
par croissance de sh Poura>0,—-a<x<a<|x|<a

Lapplication ¢, est bien continue et positive sur [0, +oo[ et : A (f) ~;00 21€

2
AUSSI : eTQA(F) ~yoo 28~ T@ATDIHINE 0 puisque —2+ (2A+ 1)1+ lnt ~rop —12
PA(D) ~ oo .0 puisq ( ) +00 e

=0(1?) —o(tz)
Aussi: @a(f)=o0 (e_t) et [t — e~ ] est intégrable sur [0, +oo[ donc ¢, est intégrable sur [0, +oo] et iv) vérifiée

—(x r)

<sh@Apte
—_—

(2)
—1242A1 _ 26—t2+2At+lnt e

—00

Puisque les hypotheéses i),ii),iii), iv) sont vérifiés, | f est de classe Clsur [-A, A] pour tout A >0

3. En déduire que f est solution sur R d'une équation différentielle linéaire du premier ordre.

Le caractére C! étant une propriété locale, on peut conclure que f est de classe C! surRetona:

W0 =2te" Joil { u()=—e "

v(t) =sh(2xr1) v'(t) =2xch(2xt)
ol1 u et v sont de classe C! sur [0, +oo[. Puisqu’on sait que f’(x) converge et aussi que

+00
VxeR, f'(x)= f 2te” t* sh(2xt)dt alors, par une IPP avec {
0

1
[u(®)v(D)]§™ = [ sh(2xt)e ! ]0 tEIPOO(— sh2xt)e ™) +0=0 puisque shxt)e ™ ~, 1o Ee‘t2+2“ — 0

+00
LTPP est possible: f'(x) =0 —f w()v'(r)der =2xf(x) donc| f estsolution sur R de I'équation y'=2xy
0

+00
4. Déterminer enfin f(x) sans le symbole intégrale. On rappelle que f e Cdt= ?
0

On résout cette équation différentielle linéaire homogeéne du ler ordre résolue y'+a(x)y=0 ot a(x)=-2x
Lensemble des solutions est Vect(/) ou h(x) = e aussi IKe R,VxeR, f(x)=Ke*

VE VE

+00
On précise K en évoluanten x =0: K:f(O):f e "dr=Y" soit VxeR, f(x)= >
0

2
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