
CHAPITRE XIII INTÉGRALES À PARAMÈTRE

PT : TD NO 1 SUR LE CHAPITRE XIII

EXERCICE NO 1 On considère la fonction f définie par : f (x) =
Z+∞

0
e−t 2

ch(2xt )dt

1. Justifier que f est définie pour tout x réel.

On pose u(x, t ) = e−t 2
ch(2xt ) de sorte que f (x) =

Z+∞

0
u(x, t )dt . On remarque que f (−x) = f (x) autre-

ment dit il suffit de justifier que l’intégrale f (x) converge pour x Ê 0 pour obtenir la définition de f sur R.
Or, u est une fonction continue sur R2 donc, pour tout x Ê 0,

£
u(x, .) : t 7→ e−t 2

ch(2xt )
¤
,est continue sur R d’où

aussi sur [0,+∞[. De plus : |u(x, t )| = u(x, t ) ∼t→+∞
1

2
e−t 2

e2xt puisque ch a ∼+
ea

2
avec a = 2xt −−−−−→

t→+∞ +∞

Mais
|u(x, t )|

e−t
∼ 1

2
e−t 2+2xt+t −−−−→

t→+∞ 0 car −2t +2xt + t ∼+∞ −t 2 −−−−→
t→+∞ −∞ donc u(x, t ) =t→+∞ o

¡
e−t

¢

Or, [t 7→ e−t ] est intégrable sur [0,+∞[ donc, par domination, [t 7→ u(x, t )] est intégrable sur [0,+∞[ et, par suite,
f (x) converge pour tout x Ê 0.
Par parité, f est définie sur R et, pour tout x réel, [t 7→ u(x, t )] est intégrable sur [0,+∞[.

2. Établir que f est de classe C1 sur [−A, A] pour tout réel A > 0.

Il s’agit de vérifier : i) ∀x ∈ [−A, A], [t 7→ u(x, t )] est intégrable sur [0,+∞[
ii) ∀t ∈ [0,+∞[, [x 7→ u(x, t )] est de classe C1 sur [−A, A]

iii) ∀x ∈ [−A, A],

·
t 7→ ∂u

∂x
(x, t )

¸
est continue sur [0,+∞[

iv) Domination :

il existe ϕA continue, positive et intégrable sur [0,+∞[ avec ∀x ∈ [−A, A],∀t ∈ [0,+∞[,

¯̄
¯̄∂u

∂x
(x, t )

¯̄
¯̄ÉϕA(t )

i) a été démontrée dans la question 1. Il est clair que, par les théorèmes usuels, u est de classe C1 sur U = R2

(fonction de deux variables). Cela justifie les hypothèses ii), iii) en passant aux applications partielles.

On a : ∀(x, t ) ∈ [−A, A]× [0,+∞[,
∂u

∂x
(x, t ) = 2te−t 2

sh(2xt ) d’où, en partant de la contrainte :

−A É x É A ⇒tÊ0 −2At É 2xt É 2At ⇒−sh(2At ) É sh(2xt ) É sh(2At ) ⇒ |sh(2xt )| É sh(2At ) ⇒
¯̄
¯̄∂u

∂x
(x, t )

¯̄
¯̄É sh(2At )te−t 2

| {z }
=ϕA(t )par croissance de sh Pour a > 0, −a É x É a ⇔ |x| É a

L’application ϕa est bien continue et positive sur [0,+∞[ et : ϕA(t ) ∼+∞ 2te−t 2+2At = 2e−t 2+2At+ln t

Aussi : etϕA(t ) ∼+∞ 2e−t 2+(2A+1)t+ln t −−−−→
t→+∞ 0 puisque −t 2 + (2A+1)t| {z }

=o(t 2)

+ ln t|{z}
=o(t 2)

∼+∞ −t 2 −−−−→
t→+∞ −∞

Aussi : ϕA(t ) = o
¡
e−t

¢
et [t 7→ e−t ] est intégrable sur [0,+∞[ donc ϕA est intégrable sur [0,+∞[ et iv) vérifiée

Puisque les hypothèses i),ii),iii), iv) sont vérifiés, f est de classe C1 sur [−A, A] pour tout A > 0

3. En déduire que f est solution sur R d’une équation différentielle linéaire du premier ordre.

Le caractère C1 étant une propriété locale, on peut conclure que f est de classe C1 sur R et on a :

∀x ∈R, f ′(x) =
Z+∞

0
2te−t 2

sh(2xt )dt alors, par une IPP avec

½
u′(t ) = 2te−t 2

v(t ) = sh(2xt )
d’où

½
u(t ) =−e−t 2

v ′(t ) = 2x ch(2xt )
où u et v sont de classe C1 sur [0,+∞[. Puisqu’on sait que f ′(x) converge et aussi que

[u(t )v(t )]+∞0 =
h
−sh(2xt )e−t 2

i+∞
0

= lim
t→+∞(−sh(2xt )e−t 2

)+0 = 0 puisque sh(2xt )e−t 2 ∼t→+∞
1

2
e−t 2+2xt −−−−→

t→+∞ 0

L’IPP est possible : f ′(x) = 0−
Z+∞

0
u(t )v ′(t )dt = 2x f (x) donc f est solution sur R de l’équation y ′ = 2x y

4. Déterminer enfin f (x) sans le symbole intégrale. On rappelle que
Z+∞

0
e−t 2

dt =
p
π

2

On résout cette équation différentielle linéaire homogène du 1er ordre résolue y ′+a(x)y = 0 où a(x) =−2x
L’ensemble des solutions est Vect(h) où h(x) = ex2

aussi ∃K ∈R,∀x ∈R, f (x) = Kex2

On précise K en évoluant en x = 0 : K = f (0) =
Z+∞

0
e−t 2

dt =
p
π

2
soit ∀x ∈R, f (x) =

p
π

2
ex2
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