’ PT : Correction du TD n°5 sur le chapitre VI ‘

] EXERCICE N° 8 \ Réduction simultanée (d'apres sujet A, banque PT 2012 librement adapté a partir de 2e)

1. Question préliminaire
Soit E un espace vectoriel sur R, et f et g deux endomorphismes de E tels que fog=go f.
Si A est une valeur propre de f, démontrer que E) (f), le sous-espace propre de f associé a A, est stable par g .
Il s’agit de démontrer que : Vx € Ex(f), g(x) e Ex(f) sachantque:x€E)(f) =Ker (f —Aid) & f(x) =Ax
On suppose donc que f(x) = Ax et on vérifie qu'alors f(g(x)) = Ag(x).
Or: f(gx) = fog(x) =go f(x) = g(f(x)) = g(Ax) = ag(x) par linéarité de g

2. Soient f et g les endomorphismes de R dont les matrices dans la base canonique sont respectivement

1 0 O 0 1 1
A=1 0 0 -1 et B=| -1 1 -1
01 2 1 1 3
a. Montrer que f et g commutent.
Ly 0 1 1
Par pré-multiplicationde AsurB:AB=| -L3; |oul;ligneideBsoit:AB=| -1 -1 -3
Lz aF 2L3 1 3 S
0 1 1
Par post-multiplication de A sur B: BA = (C1 C3 —Cyo+ 2C3) ou C; colonne i deBsoit:BA=| -1 -1 -3
1 3 5

Ainsi:AB:BA@fog:gofo‘fetgcommutent‘

b. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de f et g.
Les matrices A et B sont-elle diagonalisables? trigonalisables ?

Puisque f et g sont canoniquement associées a A et B, les éléments propres de f (resp. g) sont ceux de A
(resp. de B). Les valeurs propres de A sont les racines de son polyndme caractéristique :

x—1 0 0
xa(x) =det(xIs;—A)=| 0 x 1 |=(x- 1)(x(x—2) + 1) = (x—1)(x—1)? = (x— 1) par dévselon C,
0 -1 x-2
0 0 O
A-I3=| 0 -1 -1 | estune matrice de rang 1 (colonnes 2 a 2 proportionnelles). Par le théoréme du rang :
0 1 1

dimEa (1) = dimKer (A —1I3) = 2 et, trivialement, u; = (1,0,0) et u, = (0,1,—1) sont dans Ker (A —I3) et non
colinéaires et donnent une base de E; (A)
Ainsi : \ Sp(A) = {1} et E; (A) = Ker (A —I3) = Vect(uy, up) ol u; = (1,0,0), up = (0,1,—1) \

Comme x4 est scindé dans R[X], ‘ la matrice A est trigonalisable dans M3 (R) ‘
Comme dimE;(A) n'est pas égale a Ia multiplicité de 1 comme racine de xa,
‘ la matrice A n’est pas diagonalisable dans M3(R) ‘

-1 -1 X -1 0 X -1 0 b -1 0
xs(x)=| 1 x-1 1 = 1 x-1 2-x =x-2)] 1 x-1 -1|=x-2)] 0 x-2 0
-1 -1 x-3 -1 -1 x-2 o) -1 -1 1 -1 -1 1 Pr iy
puis, en développant suivant la troisieme colonne : xg(x) = x(x —2)> d’oit et dansR :
y+z=0 y=-z
(x,y,z)eKech»{ -x+y—2z=0 @{ x=-2z < (x,¥,2) =2z(-2,-1,1) aussi EO(B):KerB:VeCt((Z,l,—l))
X+y+3z=0 0=0
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-2 1 1

B-2[,=| -1 -1 -1 [estderang2 (2colonnes égale et 2 colonnes non colinéaires) et, par le théoréme du rang :
1 1 1
dimE,(B) = dimKer (B-2I,)=3-2=1

De plus I'égalité des colonnes 2 et 3 donne (0, 1, —1) € Ker (B —2I,) soit| E2(B) = Vect((O, 1, —1))

Comme xp est scindé dans R[X], ’ la matrice B est trigonalisable dans M3(R) ‘
Comme dimE;(B) n'est pas égale a la multiplicitt de 2 comme racine de s,
la matrice B n’est pas diagonalisable dans M3 (R) ‘

c. On note e; un vecteur propre de g associé a la valeur propre 2. En utilisant la question préliminaire, déter-
miner un vecteur e, non colinéaire a e; tel que le sous-espace Vect(ey, e») soit stable par f et par g.

Un espace propre de f est stable par f et, puisque f et g commutent, il est aussi stable par g d’apres la
question préliminaire. Ici, d’apres la question précédente, e; = a(0,1,—1) ot a # 0 donc e, = auy € E; (A) est
aussi un vecteur propre de f et auz = (0,a, —«) ne sera jamais colinéaire a u; = (1,0, 0) a cause de la premiere
composante. Aussi, en prenant e, = u; = (1,0,0), on obtient une famille libre de 2 vecteurs de E; (A) = E; (f)
qui est de dimension 2 donc E; (f) = Vect(ey, e2).qui est bien stable par f et par g

d. En déduire qu'’il existe une base de E dans laquelle les matrices de f et g sont triangulaires supérieures.

Ona: f(e)) = e, gle1) =2e, f(e2) = e; et g(er) € Vect(ey, e2) soit g(ez) = aey +Pey ou (a,P) € R?

On peut compléter la famille libre (e;,e;) en une base %' = (ej,ez,e3) de R3 (c'est le théoreéme
de la base incompléte. Comme Vect(ej,ez,e3) = E, f(e3) et g(es) sont aussi dans Vect(ey, ez, e3) soit
{ f(es) = aey + be, + ces

T 3 2 ope .
gles) = yer +8ey+ees O (a,b,c,Y,d,¢) € R et, par définition :

1 0 a 2 oy
Matg (f)=| 0 1 b |etMatg(g)=| 0 B & |sontbien triangulaires supérieures.
0 0 c 0 0 ¢
e. On choisit e; et e; avec e; = (2,—-1;2) et ex = (1,2,2) ot 2 est un coefficient inconnu. Déterminer un vecteur es
1 01 211
tel que, dans la base %' = (ey, e, e3), les matrice de f et g sont respectivement| 0 1 0 |et| 0 0 1
0 01 0 0 2

Au vu de la question 2c:e; = (0,—1,1) lea=—-1) et e, = (1,0,0)
On avu que e et e; sontdans le sev E;(f) aussi: f(e;) = e et f(e2) =e2
Par ailleurs, e; € E»(g) donc g(e;) =2e; et g(e2) = g(1,0,0) = (0,—1,1) = e; (avec la colonne 1 de B)

X 0
Enfin, on cherche e; = (x,y,z) avec: f(e3s) =e;+e3 < (A-I3)| ¥y | =] —-1| © y+ z =1 mais on veut aussi
z 1
X 1 —2x+y+z=1
gles)=2e3+ex+ep o B-2DL)|y|=|-1|ey x-y-2z2=-1 ©x=0 car y+z=1
0 1 0
Enfin:| 1 0 y |#0e —(z2+y)#0< —1#0estvérifié pour tout choixde yetzavec y+z=1
-1 0 z

On peut donc choisir | e3 = (0, y,1 — y) ot y € R est quelconque
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3. On considere désormais la matrice C qui a les mémes coefficients que B saufle coefficients ligne 1 colonne 1 qui
vaut 3 on appelle  '’endomorphisme canoniquement associé a C.

a. Démontrer que h est diagonalisable. On pourra adapter les calculs faits pour B

En reprenant le calcul du polyndome caractéristique, on trouve X (x) = xc(x) = (x —3)(x — 2)2

3 est valeur propre simple donc I’espace propre associé est de dimension 1

la matrice C — 2I3 a cette fois trois colonnes identiques aussi elle est de rang 1 et, par le théoreme du rang,
I'espace propre E;(h) = E2(C) = Ker (C — 2I3) est de dimension 2

Finalement : x;, est scindé dans R[X] et la dimension des sev propres est égales a I'ordre de multiplicité des
valeurs propres de & donc h est diagonalisable

0
0 ) avec (o, p) € R?
§

On a: E3(h) = Ker (C —3I3) = Vect((l, 0, 0)) et Bo(h) = Vect((l, ~1,0,(0,1, —1)) alors| Matgg () = diag(3,2,2)

o T™® ©

o
b. Préciser une base 8" = (v1, v,, v3) dans laquelle la matrice de h est D = ( 0
0

N

ou|B" = (v1,v2,v3) ot v; =(1,0,0), v, =(1,—1,0) et v3 = (0,1,—1) est une base de diagonalisation de h

c. Lecommutant . % de h est 'ensemble des endomorphismes de R® qui commutent avec h autrement dit
K = {cpe,%(RS) | hO(pZ(pOh}

i.  Démontrer que £ est espace vectoriel.

On montre que c’estunsevde Z(E): £ c £(E) (i) et A #@ (ii) puisqueide £

De plus, pour (@1, ) € H2etaeR, alors: ho (a1 +@2) =aho@; + hoy, car h estlinéaire
=a@ioh+@roh=(ap;+@2)oh

aussi ag + ¢, € £ donc £ est stable par combinaison linéaire (iii)

Alors : (i), (ii) et (iii) = A& est un sous-espace vectoriel de L(R3)

ii. Pour ¢ € %, en utilisant la question préliminaire, justifier que :
By, 8,8 €R’, @) =avy, @) =Pra+Yyvs et @vs3)=3vy+evs
Préciser alors les matrices M de M3(R) telles que MD = DM.
o laisse stable les sev propres de h d’aprés la question préliminaire aussi :
Comme E3(h) = Vect(v;), @(v1) € Es(h) =Vect(vy) aussi: JaeR, @(v;) =av;
Comme E;,(h) = Vect(v2,v3), @(v2) et ¢(v3) sont dans E,(h) = Vect(vy, v3) et donc:
3B, Y,8,€) € RY, @p(v2) =Pva+yvz et p(vz) =Svy +Ev3

En utilisant I'isomorphisme | f — Matgr (f) | de Z(R3) vers M3(R), on peut identifier
¢ € £ aune matrice M vérifiant MD = DM

a 0 0
On vient de voir que, nécessairement : | M = Matg (@) = ( 0 p o ) avec (a,f,Y,0,€) € R®
0 vy ¢

20 0 O 20 0 O
puisqueMD=| 0 3 38 [etDM=| 0 3f 308 |donciln’ya pasdecondition supplémentaire
0 3y 3¢ 0 3y 3¢
aimposer a (o, p, Y, d,€) € R.
iii. En déduire la dimension de A .
En utilisant 'isomorphisme [ f— Matg:(f )] de £ (R3) vers M3(R), la dimension de .# estla méme que
celle de C(M) I’ensemble des matrices M de M3 (R) avec MD = DM.

On a vu que : C(M) = Vect(E;1,E22,E23,E32,Es3) et la famille (E11,E22, Ezs, E32, Es3) est libre (car sous-
famille d'une famille libre) aussi : ‘ dim A =dimCM) =5 ‘
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