’ PT : Correction du TD n° 5 sur le chapitre II : Calcul de déterminant avec parametre

X 0 0 n-1
0 X n-—2
| EXERCICEN°5]le3) Calculer D, (x) = : 0 ol x est un parametre réel
0 0 x 1
n-1 n-2 1 x
On développe selon la premiére ligne :
0 x 0 0
Dp(x) = +Xx Dy () + (D)™ (n =1 | L0
0 0 x
n-1 n-2 2 1
On développe le second déterminant (d’ordre n — 1) selon la premiere colonne :
x 0 0
n+1 n 0 2..n-2
Dy (%) = xDpa (X) + (D" (n-1) x (=1)"(n - 1) =XDp-1(x) - (n-1)"x
: . 0
0 0 x

En itérant :

D, (x) = x(an_g(x) (- 2)2x"—3) C(n=1)%x""2 = X2Dyy_p(x) - ((n 124 (- 2)2)x"—2

puis :

D, (x) = 2 (an_g (x) = (n— 3)2x”—4) - ((n 124+ (n— 2)2]x"—2 = 3D, _3(x) - ((n 124+ (n=-22%+(n— 3)2)x"—2
Ainsi :

n—1 n—1 n—1
_ _ _ _ _ (n—-Dn@2n-1) ,_,
Dn(x):___:xn 2D2— Z kz)xn 2:xn 2(x2_1)_(z k2)xn 2:xn_(z k2)xn 2:xn_ X"
k=2 k=2 k=1 6
1+x> x 0 0
X
EXERCICE N° 6] Soit (1, x) € N* x R, calculer D,, = 0
: X
0 0 x 1+x°

Pour n = 3, on pourra rechercher une relation entreDy,, D,y etD,_»
Ona:D;=1+x*etDy=(1+x*)?>-x*>=1+x*>+x*
et, si n = 3, en développant selon la premiere colonne puis selon la premiere ligne dans le 2nd déterminant :

X

X

D,=Q0+x*)Dyp1—x|

0

0
1+ x2 X 0
X 1+ x?
0 X

1+ x2

0

0

X

=(1+x%)D,_1—x*D,_»

(D,,) vérifie une récurrence linéaire d’ordre 2. I’équation caractéristique est: r> — (1 + x*)r + x> =0

Le discriminant est A = (1 + x2)2 —4x% = (1 — x%)2 donc de racines

lercas:Six’#1 <

aussi:

D=2
2ndcas:Six*=1< xe{-1,1}alors|D,, =An+Bsix=+1 ou(A,B)eRzet{ D1—3 @{
=l 5=

1+x2—(1—x2)

1+x2+(1—x2)

= x2 et =1

2 2

D,=A+Bx*" sixeR*—{-1,1}

ot (A, B) € R?

xeR-{-1,1} alors
{ Dy =1+ x?
Dy=1+x*+x*
2
-1

B= etA=1+x>—

|

A+Bx%=1+x?

x* 1
x2-1 <

A+Bx*=1+x%+x*

{ A=1+x%—-Bx?
<

Bx?(x*>—1) = x*
en particulier, si x =0, D, = det(I,;) =1

A+B=2 _ [|A=1
2A+B=3
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