PT : Correction du TD n° 4 sur le chapitre IX‘

| EXERCICE N° 4 Soit (E, (.,.)) un espace euclidien de dimension n > 1.
On dit qu'un endomorphisme est antisymétrique quand: Vx€E,Vy€eE, {f(x),y)=—(x, f())

n
1. Onnote % = (ey,..., ;) une base orthonormée de E et f € £ (E). Justifier que, pour j € [1,n], f(e;) = Z (flej,ei)e;
i=1

En déduire que la matrice d'un endomorphisme antisymétrique dans une base orthonormée est une matrice antisymé-
trique.
Notons (x1,..., X,) les coordonnées de f(e;) dans la base 28 alors :
n n
flej) = Z Xrer puis, pourtoutie€ [1,n] : <f(ej),el-> = Z Xr (e, e;) =x;x1 carlabaseestorthonormée
k=1 k=1

——
=0 saufsi k=i

Notons A = (aij)1<' . lamatrice de f dans la base orthonormée 28 = (e, ..., e,)
<i,jsn

Par définition, la jéme colonne donne les coordonnée de f(e;) dans 98 donc :
aij=(f(ej),ei)=—ej,fe)) =—(f(e)),ej)=—aj; etAestbiensymétrique
car f symétrique par symétrie du produit scalaire
2. Montrer qu'un endomorphisme f est antisymétrique si et seulement si { f(x), x) = 0 pour tout x de E

= Si f est antisymétrique: {f(x),x) =—{x, f(x)) = —(f(x),x) = (f(x),x)=0
<Ona: (fx+y),x+y)=0&(fX)+f(),x+y)=0s (f(x),x)+{fx),y)+{(f),x)+{f(),y)=0
H/_/:() T
& (f,y)=={fW,x)=={xf»)

3. Soit f un endomorphisme antisymétrique, montrer que Ker f et Im f sont des supplémentaires orthogonaux.

VxeKer f,VyelIm f, prouvons que (x,y) =0

Or: yelm f=3x' €E, y=f(") donc(x,y)=(x,f(x))=={(f(x),x')=-(0gx')=0

Les sev Ker f et Im f étant orthogonauy, ils sont en somme directe: Ker feIm fcE

Mais, d’apres le théoreme du rang : dimKer f @ Im f = dimKer f + dimIm f = dimE

Aussi, cette inclusion est en fait une égalité : ‘ Ker feIm f =E avec Ker f et Im f sont orthogonaux

4. On suppose désormais que [ est un endomorphisme antisymétrique et que n = 3.

a. Justifier que f admet au moins une valeur propre réelle qui ne peut valoir que 0.

Les valeurs propres de f sont les racines du polynome caractéristique et degxr=n=3
Ainsi, a cause du théoreme des valeurs intermédiaires, il y a forcément une racine réelle A. Soit x un vecteur propre
associé a A, alors : f(x) = Ax. Mais: { f(x),x) =0 e A(x,x) =0 A=0car (x,x) = [[x|> Z0si x #0

0 0 O
b. Montrer qu'il existe une base orthonormée 2 de E telle que Matg(f) = ( 0 0 —«a ) otaeR
0 a O

D’apres la question précédente, on peut choisir e; unitaire dans Ker f (cad associé a la valeur propre 0). On complete
cette base en une base orthonormée 28 = (e, e, e3).
On sait que f(e;) = 0 donc la colonne 1 de la matrice de f dans 98 est nulle.
De plus, pour j € {2,3}: (f(ej),e1) =—(ej, f(e1)) =—(e;,0) =0 donclaligne 1 de la matrice est nulle.
0

et: fl(e)) =0+ (f(e2), e2)ex+((flex),e3))es=aes oua={f(e) e3)dollacolonne 2 quivaut | 0

=0 a
0

puis: f(e3) =0+ ((f(es),e2))ex+(f(e3),e3)es = (—(es, f(e2))) ez +0=—ae, d’ott la colonne 3 qui vaut | —«
) 0
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