PT : Correction du TD n° 4 sur le chapitre VI

EXERCICE N°4 | Déterminer I'expression du terme général des suites (u,), (v,) et (w,) vérifiant :

Upt1 = —(Vp+wy) Uo 0

VnelN, Vp+1 =—20,—3w, avec| vy |=1]1

Wpe1 =—2Vp— Wy wo 0
Un 0 -1 -1
e Posons X,, =| v, |alors X,,; =AX, avecA=| 0 -2 -3
w, 0 -2 -1

Par une récurrence immédiate, ona: X, =A"X, Vulavaleur de Xy, il s’agit de calculer uniquement la deuxiéme
colonne de A”.

» En 'absence d’indication du sujet, on utilise une réduction de la matrice A :

X 1 1
Xa(x)=| 0 x+2 3 :x((x+2)(x+1)—6):x(x2+3x—4):x(x—1)(x+4)
0 2 x+1

Xa est scindé a racines simples dans R[X] donc A diagonalisable et les sev propres sont tous de dimension 1.

En trouvant un vecteur dans chacun des sev propres, on obtient une base de ce sev. On obtient facilement ce vecteur
en combinant les colonnes des matrices pour les deux premiers sev propres.

Eo(A) = Ker A = Vect((1,0,0) ) puisque la premiére colonne de A est nulle

€1

-1 -1 -1
E;(A)=Ker (A-I3)=Ker [ 0 -3 -3 [=Vect((0,1,-1)) puisque les colonnes 2 et 3 de A —1I5 sont égales.
——
0 -2 -2 =&,
4 -1 -1
Pour déterminer E_4(A) =Ker (A+4I3) =Ker | 0 2 -3 |, on peut cette fois utiliser un systéme :
0 -2 3
4x— y—2= 0 15 5 X 5
X = ZEZ) = §Z z .
(x,7,2) EE_4(A) &4 2y—-3z=0 o ] oly|=2[12] soit E_4@) :Vect((s, 12,8))
_ y= iz —
—-2y+3z=0 z 8 €3
Onsaitque R3=EgA)®E;(A)®E_4(A) aussi %Beq = (€1,€2,€3) est une base de R® de diagonalisation de A.
1 0 5
SiP=| 0 1 12 |alors P !AP=diag(0,1,-4)=D puis A" =P xdiag(0,1,(—4)") x P!
0 -1 8

En effet, A = Matg(f) se réduit en D = Matg_,(f) via la matrice de passage P et donc, A" = Matg(f") se réduit en
D" =Matg,,,(f") viala méme matrice de passage P.
Calculde P !:siP = Py g avec B = (e1,e2,e3) et B' = (u,v,w) alorsu=e;, v=e,—e3 et w=>5e; +12e,+8es3

1
aussi: e; = u, w+8v:5e1+20e2:e2:%(—5u+8v+w) puis egzeg—v:%(—Su—12v+w)

20 0 1 1

1 20 -5 -5
OrP~ ! =Py g aussi: P! = Mat(e, ¢, eq) (€1, €2, €3) = — ( 0 8 -12 )
Calcul de A" :
En exploitant d’abord une pré-multiplication de D" sur P~! puis en ne calculant concrétement que la deuxiéme colonne pour
le second produit matriciel (la seule utile pour le résultat de A”X, vu la valeur de Xj) :
(10 5) 1(0 0 0 ) 1(? 5(-4)" ?)
A= 0 1 12 |x—]| O 8 —12 =—1 2 8+12(-4)" ?

0 -1 8 20 0 -H"* (=" 2 —8+8(-H" ?

1 2
Ainsi:|VneN, vn:g(2+3(—4)”), wn:g((—4)”—1) et u,=—(-4)"'sin=1,uy=0
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| EXERCICE N°5] On considére un systeme différentiel (S):{ ) =z ou x, y, z sont des fonctions incon-
7' =-4x+3z

nues de la variable réelle ¢ supposées dérivables sur R qu’on écrit, a’aide d'une matrice, sous la forme :

X 0 10
X'=AX ou X=|y| et A= 0 0 1
z -4 0 3
1. La matrice A est-elle diagonalisable?
0 10
A=| 0 0 1 [|apourpolynéme caractéristique :
-4 0 3
t -1 0 1 -1 0 1 0 0
xa@®=0 ¢t -1 |[=@+D|-1 ¢ -1 =(t+D| -1 -1 -1 =(t+D((t-D(-3)+1)
4 0 -3 1 0 -3 1 1 -3
Cp —Cp—-Cp+C3 Cp =G +Cy
Aussi: xa(£) = (£ +1)(£2 — 4t +4) = (t + 1) (¢ — 2)%. On étudie le sev propre associé a 2 :
-2 1 0 x y=2x x 1
E, =Ker (A - 2I3) = Ker 0 -2 1 |et:|y|leKer(A-2I3) 4 z2=2y=4x < |y|=x]|2
OU BIEN : -4 0 1 z —4x+z=0 - 4

rg(A—2I3) = 2 (2 colonnes non colinéaires) aussi, par le théoreme durang: dimE, = dim(R3)—rg(A—213) <3-2=1
donc nécessairement # 2 = m(2) la multiplicité de 2. Par ailleurs : dimE, > 1 (car 2 est vp) donc en fait : dimE, = 1
La dimension du sev propre associé a 2 n’est pas égale a la multiplicité de 2 : A n’est pas diagonalisable.

a 0 0
2. Montrer que A est semblable a une matriceT=| 0 f 1 |avecaetf desréel apréciser.

0 0P
Préciser la matrice de passage P (il n’est pas nécessaire d’expliciter P~1)
Tout d’abord : si A et T sont semblables, elles doivent avoir le méme polynéme caractéristique ce qui impose
a=-letf=2.

Ensuite, A et T sont semblables si elles représentent le méme endomorphisme f dans des bases différentes.
Notons 28 la base canonique de R3 avec A = Matg(f) alors on cherche %’ = (u, v, w) une autre base de R® avec

fw=-u ueE_; =Ker (A+13)
Matg (f) =T ce quiinduit{ f(v) =2v << veE,;=Ker (A-2I3)
fw)=v+2w Aw=v+2w 1 1 0
On sait que E_; = Ker (A +I3) est de dimension 1(vp simple) et: Ker (A+I3)=Ker| 0 1 1 :Vect((l,—l,l))
-4 0 4
Onposedonc u=(1,-1,1) et v=(1,2,4) (voir question 1) et on cherche w = (x, y, z) avec:
—2xry=1 y=1+2x
Aw=2w+v e —2y+z=2 Q{z:4+4x Ilresteés’assurerque(u,v,w)estunebasede[RZS:
—4x+z=4
1 1 X 1 1 X
det(u,v,w) 20| -1 2 1+2x |[#0< |0 3 1+3x #0@3(4+3x—(1+3x));£0©x€|]%
1 4 4+4x 0 3 4+3x | 1,-1,+1
L3 —Lg-L
1 1 0
Pas de contrainte sur x, on choisit x=0et|avecP=Pg g =| -1 2 1 alorsP"!AP=T aveca=-1letf =2
1 4 4
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3. Résoudre le systeme différentiel Y =TY d’inconnuesY = | b | ou a, b, ¢ sont des fonctions inconnues suppo-

c
sées dérivables sur R

a=-a a(t) =ae™!
Y=TYo{ b =2b+c <3(a,Y)eR:VIeR, { b' =2b+ye*

c'=2c c(r) = ye?!
Pour la seconde équation EDL2 qui a un second membre :
- les solutions homogeénes ont pour expression : fe?!
- une solution particuliere a pour expression kte®’ car 2 est racine simple de 'équation caractéristique r =2 :

a(t) =ae !
ke?! +2kte?! =2kte?’ +ye?! o k=vy Ainsi:3(a,B,y) RS, VIER, { b(r) =Pe?’ +yte?!
c(t) = ye?!

4. En déduire 'ensemble des solutions de (S) en utilisant le changement de bases: X =PY.
Puisque P est une matrice a coefficients constants, on pourra admettre que Y' = (PX)' =PX’

Si X = PY ou1 P est la matrice de la question 2,ona: Y =P~ !X'=P 1AX=TY

x(t) = ae~ " +Pe?t +yte?!
d’oiy, avec la question 3, ona: X(£) = PY(#) soit| (o, p,y) ER®,VEER, { y(t) = —ae™ ! +2pe?! +2yte?! +ye*!
z(t) = ae ' +4Pe?! + 4yte?! + 4ye?!
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