PT : Correction du TD n° 3 sur le chapitre IX

METHODE : Calculer la distance d’'un vecteur a un sev

Si F est un sev de dimension finie d'un espace préhilbertien (E, (.,.)) et x un vecteur de E alors

dx,F)=|lx—px)| ol p(x)estlaprojection orthogonale de x sur F
Il s’agit donc de déterminer p(x). On dispose pour cela de plusieurs méthodes :
Méthode «utilisant une BON de F» On commence par déterminer une BON (g,...,€,) de F (le plus souvent en orthonorma-

lisant une base quelconque de F) et on sait alors que p(x) = Z (x,€;)€;

Défaut : calcul fastidieux pour Uapplication de Gmm-Schmidtlsiln =dimF est trop grand

Avantage : une fois la BON déterminée, on peut calculer facilement une autre projection orthogonal

Conseil : a privilégier si on vous a fait déterminer une BON auparavant

Méthode « utilisant une BON de F* »  Si F est un hyperplan, on calcule p(x) = pp(x) = x— ppL(x) et d(x,F) = |pp. (2|
En effet, F+ est une droite vectorielle et il suffit donc de trouver un vecteur 72 unitaire normal a F pour obtenir une base
orthonorméedeF: p(x)=x-<x,7n>7n et dxF=|<x,7 >|

yeF

Méthode « utilisant la caractérisation de la projection orthogonale » On utilise y=p(x) < { - yeFL

Il est a noter que, si on connait une base (u;,..., u,) de F quelconque alors
(x—y,u1)=0 (yyur) = (x,u1)

n (x=yu2)=0 (yu2) = (x, up)
y€F=Vect(u1,...,un)@El(al,...,(xn)(—:[R”,y=Zal~ui et x—y(—:Flc) . REN .
i=1 : :
(x=yun)=0 (¥, un) =(x, up)
de sorte qu’on obtient les inconnues (ay, ..., ;) comme solution d'un systeme de n équations a n inconnues.
Défaut : on doit refaire une nouvelle résolution pour chaque projection orthogonale calculée
Avantage : il West pas nécessaire d'avoir une BON de E..ni méme de base de F (voir rédaction n° 3 de l'exercice)

Conseil : cette méthode est, en général, plus performante sauf si on connait déja une BON deF

’ EXERCICE N° 3 ‘ Dans R”, déterminer la distance du vecteur x = (1,0,0,...,0) a H = {(x1,...,x,,) | X1 + x, = 0}

On travaille dans 'espace euclidien R” munit du produit scalaire usuel.
H est caractérisée dans R” par une équation linéaire x;+x, =0 non triviale ol (xy, ..., x,) sont les coordonnées dans la base
canonique. On peut donc conclure que H est un hyperplan de R” autrementditque dimH=n-1 et dimH'=1

Rédaction la plus rapide On connait une équation de H dans une base orthonormée : H: x; + x, = 0 donc le vecteur

L1 e
(1,0,...,0,1) est normal a I'hyperplan Het n = E (1,0,...,0,1) est alors normal et unitaire a H.

On sait alors que d(x,H) = || pyL (%) || olt pye (x) est la projection orthogonale de x sur HLt

Or, (77) forme une base orthonormée de H* donc pyy. (x) = (x.72) 7 et par suite : d(x,H) = |x.77| = |1 x £ = %
Remarque : on peut préciser la projection orthogonale sur H d'un vecteur x = (x1,..., X,) quelconque :
PHE) = X = Pyt (8) = X = (0. T) 7 = (X1, v. Kop) = 2 (10 L0 =22y Al

H =X —pyL =X = . = 1yeeerrn) — = ’ = y X2y ooy Xpn—1, )

] EXERCICE N° 1 \ Les questions 1. et 2. de cet exercice ont été traité dans le cours

+00
Dans l'espace E = {f € C°([0, +oo[,R) | f? est intégrable sur [0, +oo[} munit du produit scalaire < f, g >= f f(ng(nde
0

+00o e—t T
démontrer que f dr < £
0 V1+£2 2

1l s'agit d’'une application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz: |< f,g>|<|fl xlgl pour (f,g) € E?

On l'appliqueicia f=[t—e 'letg= [t»—»
V1+ 12

f estbien dans E car f? = [t — e~?!] est bien intégrable sur [0, +oo[ (fonction exponentielle de référence avec a = 2 > 0)

est une fonction de

= —

. 1
est intégrable sur [0, +00[ (elle y est continue et que g%(1) ~1+00 — OF )

12

+ 2

1
g est bien dans E car g% = [t»—» 7

Riemann intégrable en +o0)

+00 =t +oo
Deplus: < f,g >:f ¢ dt = 0 par positivité de I'intégrale, | fll=\/<f,f>= ,/ e 2ldt = \/I: —
0 V1+ 12
+°° de [Arctan 7= = N \/‘
et lgll=v<gg>= 1+t2 [Arctant \/7Deslors I<f,g>I< ||f||><||g||©f \/T

LERQY - PT Paul Constans




EXERCICE N© 2 ‘ (suite de I'exercice n°2)

On rappelle que E I'espace vectoriel des fonctions de classe C? sur [0, 1] & valeurs réelles : E = C2([0,1],R)

1
et qu'on a munit E du produit scalaire (f, g) = fo (fog+f(ng(n)de

3. Prouverque F={fe€E|f(0)=f(1)=0} et G={f€E|f"=f} sontdessupplémentaires orthogonaux
11 s’agit de vérifier que :
a) Fet Gsontdes sevde E
b) F et G sont orthogonaux
¢) F et G sont supplémentaires soit Fé G=E
Pas de caractérisation de la supplémentarité avec les dimensions car E n’est pas de dimension finie
On prouve a) etb) avant c) car: b) = les sev F et G sont en somme directe
Ainsi, avec a) etb),onadéja: FeGcE etil s’agit de faire un raisonnement en analyse/synthese pour obtenir EcFe G
Pour a) : On vérifie que F et G sont des sev de E
- soit en revenant a la définition : F et G inclus dans E et non vide vérifiant une stabilité par combinaison linéaire
- soit, pour F, en remarquant: F=Ker® ou ® est'application linéaire de E dans R? avec ®(f) = (f(0), f(1))
- soit, pour G, en remarquant que : g€ G < g”’ = g © g solution de y”’ = y d’équation caractéristique r> =1 & r = +1
donc: ge G 3(a,b) eR? Ve [0,1],8(1) = ae’ + be ! < g e Vect([t — e'], [t — te'])
Ainsi G = Vect([t — e'], [t — te']) dans E est bien un sev de E

Pour b) : On doit prouver: F et G orthogonaux < V(f,g) € FxG, (f,g) =0
1
<f;g>=f0 (fgw+f(ng'm)de

1 1 1 1
:f f(t)g(t)dt+f g wde= [f(ng —f g’(t)f’(t)dt+[ (g (Hdt=0+0=0

0 0 —_— 0 0

=0 car f(0)=f(1)=0
u=f u®=f
v =g'() VO =g"(t)=g(®)
Pour c) : Il reste dont a prouver F + G c E autrement dit que toute fonction & de E se décompose en i = f + g ou f est une
fonction de F et g est une fonction de G
Analyse : g est d’expression g(t) = ae’ + be™! ot1 (a, b) € R?> mais, si h = f + g, on obtient pour t=0et t=1: h(0) = a+b et
h©)e™' = h(1) _ h(0) - eh(1) h(1) - eh(0) _ eh(1) - e?h(0)
= eth= =
el-e 1-¢2 el-e 1-¢?

h(0) — eh(1) eh(l) —e?h(0) _
—e'+ >——e ! etfparf=h-g.

par une IPP sur la ler intégrale avec { ol1 u et v sont C! sur [0;1] puisque f et gy sont C?

h(1) = ae+ be ! soit a =

Synthése : On définit g par g(t) =
On vérifiealorsque: h=f+g ,g8€G et feFpuisque aetbontété choisipour vérifier £(0) = f(1) =0
On a donc bien obtenu une décomposition h = f + g ot f € F et g € G pour h € E quelconque.

En définitive: EcCF+GcEE=F+G.

4. Préciser le projeté orthogonal d'une application h de E sur G

Ona E=F&G etF etG sontorthogonauxdonc F=G' Par définition, la projection orthogonale sur G d'une fonction
h de E s'obtient a partir de la décomposition: h=f+geG-@G=E etvautg
_ h(0) - eh(1)

h(1) - e*h(0
La projection orthogonale de / sur G est la fonction g = [t — at+ b] ot a = =22 etb= 24 i ZZ 0

Si F est un sous-espace vectoriel d'un espace préhilbertien (E, (., .)),

Montrer que: F@&Fl=E= (F1)1=F Cela sera en particulier vérifié si F est de dimension finie

o On sait déja, par définition d’un orthogonale que: Fc (F1)*+
En effet : si xp € F alors, pour tout ye FX:  (xp,y)=0 aussixpe{xeE|VyeF, (x,y)=0}=(FH)*
« Prouvons I'autre inclusion a savoir (F+)L c F
On se donne donc x € (F1)+ autrement dit tel que:Vye Fi, (x, y) =0
On veut prouver que x € F. Or, on saitque:E=F & FL doncon écrit x=x;+x, avecxcFetx,eFt
Comme x; € FL, (x, X2)=0> (X1, X2) +||.X2||2 =0 par bilinéarité vu que x = x; + x»
——
=0 car x; €F et xp€F+
:>0+||x2||2:0:> [ =0=>x,=0 etainsi:x=x;+0=x; €F
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T
Déterminerinf{f (t—acost—bsint)zdtl(u,b)E[RZ}
0

T
Cohérence de la question posée Tout d’abord, [ — (f— acost — bsin £)?] est continue sur [0, 7] donc I'intégralel, ; = f (t—
0

acos t — bsin t)dt existe et, par positivité de l'intégrale, I ab=0.

Aussi, cette borne inférieure existe car {1, | (a, b) € R?} est une partie de R non vide et minorée (par 0).
Interprétation en terme de distance : Dans un espace préhilbertien (E, (.,.)),

la distance d'un vecteur x a un sev F de dimension finie est d(x,F) =inf{||x -yl | y € F}

On sait aussi que d(x,F) = ||x— p(x)|| ol p(x) estla projection orthogonale sur F de x.

T
Ici, on travaille dans I'espace euclidien E = CO([O, 1t], R) muni du produit scalaire < f g) = [ fg(nde
0
On définit le vecteur x=[t— t] etlesev F = Vect(cos,sin) = {fa,b =[t— acost+ bsint] | (a,b) € RZ}

Ls
desorte que: I, =[ (t-(acost+ bsint)zdt =lx— fupl® puis inf{l, ;| (a,b) eR*} =d(x,F)? = |lx- p) K
0

Calcul de la projection orthogonale : On peut utiliser deux méthodes pour déterminer p(x)

* soit on commence par déterminer une base orthonormée (ej, e2) de F et on sait que : p(x) = (x,e1) e1 + (X, e2) 2

n 1 [T 1[ cosp)|™ 1
Or : {cos, sin) =f costsintdt = Ef sin(2f)dt = i 2( ) = —(1-1) =0 donc (cos,sin) est orthogonale.
0 0 0
& Tcos(2t) +1 1 [sin(2r T on [2
||COS||2=f cos? tdt=f Ldt=— 20 t| == douie; =4/—cos
0 0 2 2 2 0o 2 B¢
& T1-cos(2t 1 sin(2f) " 2
|| sin || —[ sin? tdt—f #dt:—[t— (21) =— doue =1/—cos
2 2 2 b1

(x,el)—\/>f tcostdt—\/i([tsmt]0 fsmtdt) \/7[ cost]y =— \/7
0

(x,e2) = \/>f t31ntdt—\/7([ tcostly + fcostdt) \/;(n+[s1nt]) V2m
0

4
Ainsi: p(x) = ——cos+2sin
n

esoitonutilise y=p(x) < yeF et x-yeFt
—— —_———

1) 2
Or: (1) 3(ab)eR?Vre[0,m, y(t)=acost+bsint et: (2)< (x—ycos)=0=(x—y,sin)
(x—y,cos) = 0@[ (t—acost— bsmt)costdt-O@f tcostdt— a[ cos® tdt— b[ smtcostdt-O@a——;
0 0
=—2 bis =0

2
T
sin £ cos tdt—bf sintdt=0< b=2
0

T

T T
(x—y,sin):Oof (t—acost—bsint)sintdt:O@f tsintdt—a[
0 0 0

1

~~

=T =0 =

(S

Calcul de la distance : Des résultats précédents, on déduit

L LS 4
inf{f (t—acost—bsint)zdtl(a,b)eRz}zd(x,F)zz||x—p(x)||2=f (t+;cost—ZSint)2dt=~-=?—;—Zn
0 0
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