’ PT : Correction du TD n° 3 sur le chapitre VII

too 1 T[Z
EXERCICE N© 7 ‘ On rappelle que Z —=—
n=11 6
21 +00
1. Pour x €]0, 1[, justifier que — - =) (-Inx)x*"*?

n=0

On reconnait la somme d’une série géométrique de raison g = x%€]0,1[ aussi :

1 1 +00 . +00 . lerlx +00 )
=— ==Y x)"=Y (-1)x*" et, de ce fait : =Y (=lnx)x°"*
-1 1-x° nZ::O nX::o x* =1 er::0
1,2
x“Inx
2. En déduire I'existence et la valeur de f z—ldx
0o X°—

X +00
Onpose [fn:x— (~Inx)x*"*?] telleque Vx€]0,1[, S(x)=—= = Y fux)
- n=0
On veut utiliser le théoreme d’intégration terme a terme :
i) la fonction S est continue sur 0, 1[

Si ii) toutes les fonctions f;, sont intégrables sur ]0, 1[ !

1 +00
alors S est intégrable sur]O,l[etf S(ndt = Z fa(D)dt
iii) La série )_ f | f,,(£)|d¢ est convergente 0 n=0-0
: Vérification des hypotheses
Pour i) : Par les théorémes usuels, S est continue sur ]0, 1[ vu que In I'est sur ]0, +oo[ et que x? — 1 # 0 sur ]0, 1|
Pour ii) : Par les théoremes usuels, f;, est continue et positive sur ]0, 1] (aussi les notions de CVA et de CV se confondent)
)6111%1+ fn(x) =0 par croissance comparée (car 2n + 2 > 0) donc f;, est intégrable en 0 ou1 I'intégrale est faussement généra-

lisée . .
Pour iii) : Précisons I, = f | fn(x)|dx = f (-Inx)x*"%dx
0 0

!
| wx)=-—
On fait une IPP avec { u,((x)) ~ Zrnlfz soit (2n+3  oltuetvsontC'sur]o,1f
v'(x) = D(x) =
2n+3
2n+3 11 1o 1 y2n+3
Sous réserve que c’est possible: I, = f (—lnx)x2"+2dx = [(=Inx) —f (—— X )dx
0 2n+3]9 Jo X 2n+3
2n+3
[(—lnx)2 3 =0- n+3 X lin01 (—lnx)x*"3 =0 par croissance comparée
n 0 n x—0*

donc I'IPP est pertinente et, puisque lintégrale de départ est convergente, toutes les intégrales convergent.

2 +2 1 x2n+3 1 1 1
Ainsi: I, = x)|dx =0+ f n = —— ~too —
" f'f”( ) @2n +3) T @n+3) |2n+3], @n+3? 2n+3)2 "7 4p2

1
Par critere d’équivalence, puisque ) 2 (Riemann avec o = 2 > 1) converge absolument,
n

lasérie ) I, = Zflfn(t) |df converge.
I

oI, =

P e a R , , . x“Inx
Le théoreme d’intégration terme a terme s’applique : S est intégrable sur ]0, 1[ donc que dx converge
0

2 —
1 x®Inx
Calculs de la valeur de f dx
0 Xx2—
2h1x +00 +00 1 1
De plus: [ [ ( (x))dx= (x)dx. Or: f (x)dx:f | fr(x)|dx = ——
’ Z e n;O ]O,I[fn ]o,ufn 0 In (2n+3)2
2lnx Fi00 +oo +00 2

Ainsi : = ——— qu'ondoit calculer a partirde ) — =—

fo w1 Z @2n +3)2 Thenel Loz 4 ® n; n2 6

1
On note Sy la somme partielle d’ordre N de Z —
n>1
2N+1 1 N 1 N 1 N N 1 1
S = — = 4 = —— =S - —S
2N n; n? k; (2k)2 k; @k+1? 4> Z (2k+ 1) ZO @k+1)2  ANHTON
1 1

Puisque les séries Z 2 et Z @niE convergent, les sommes partielles convergent vers les sommes de ces séries :
+00 1 N 1 2 2 3 2 2 1 21 +00 1 +00 1 2
> i Y e s s T |, e 5= =t
2 2k+1)2  Netoofzy2k+1)2 6 4x6 4x6 8 |Jo x2-1 = ZQk+D2 [ @k+1D) 8
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x)Z B +00 (_l)n

(In
EXERCICE N° 8 | Démontrer que ——=dx = —_—
| d f 22 L Gni 1P

n=0
(lnx)2 _ 2 1 _ 2, 2 n_+°° n 2.2n

pe = (Inx)? x pa = (Inx) n;o( x°) —’;0( D"(Inx)x
2

On pose, pour x€]0,1[: S(x) =

ol on identifie une somme geometrlque de raison g = —x“ avec |q| < 1si x€]0,1]

+o0
Onintroduit [fn:x— (-1)"(nx)?x*"] desorte que VYx€l0,1[, S(x)= ) fu(x)

et on envisage d’utiliser le théoréme d’intégration terme a terme :
i) la fonction S est continue sur ]0, 1]
1

ac . oz 1 +00
Si ii) toutes les fonctions f;, sont intégrables sur ]0, 1{ alors S est intégrable sur 10, 1] etf S(ndr = Z fu(n)dt
iii) La série Z f | fn(£)|dt est convergente Y =00
I

Vérification des hypotheses
Pour i) : Par les théoremes usuels, S est continue sur |0, 1[ vu que In I'est sur ]0, +oo et que x2+1#0surlo,1[
Pour ii) : Par les théorémes usuels, f;, est continue sur]0,1] et: |f,(x)| = (Inx)?x>"
-sin>0, xlir{)1+ fn(x) = 0 par croissance comparée (car 2n > 0) donc f;, est intégrable en 0 (intégrale faussement généralisée)

est une

X——

X

X——

1
X2

-sin=0, fo(x) = (Inx)? = o(L

VX

1
fonction de Riemann intégrable en 0 car o = > < 1 et donc on obtient I'intégrabilité de f sur ]0, 1] par la regle du o.

) vu que /X x (Inx)? — 0 par croissance comparée. Or,

1 1
Pour iii) : Calculons I,, = f | frn(x)|dx = f (Inx)*x*"dx
0 0
2 () = 2. 8%
Z,((xx)):_(}:zlf) soit xz"x” ot u et v sont C! sur10,1[

V\X)=
(x) 2n+1
2n+1

On réalise une premiere IPP avec {

1 fl (2(111)6) x2n+l )dx
= X
0 0 X 2n+1

=(0 par croissance comparée vu que 2n+1>0

(Inx)?

1
Sous réserve que c’est possible : 1, = f (Inx)*x*"dx =

0 2n+1
1

=0- x lim (Inx)“x
2n+1]g 2n+1 x—0*

Aussi, I'IPP est pertinente et puisqu’on sait que I, converge (a cause de ii) toutes les intégrales convergent et :

2n+1
2.2n+1

(Inx)?

u'(x)=—
soit )zCZn+] ol u et v sont C! sur]0,1[
v(x) =

ux)=Inx

v(x) =
1 1 2n+1
1 x
AR

o Jo \x 2n+1

=0 par croissance comparée vuque 2n+1>0

I,=0-

f (Inx)x*"dx et on fait une 2nd IPP avec {
2n+1)

2n+1
2n+1

1
Inx) 1

1
Sous réserve que c’est possible : f (Inx) x*"dx =
0

1

2n+1 1
=0— X 11rn (Inx)x
+1]o 2n+1 x—0

LTPP est pertinente et puisque l'intégrale de départ converge (en conséquence de la premiere IPP),toutes les intégrales
convergent et :

2n+1

(Inx) 5

2 1 ,2n 2 x2n+l 1
In:——(O—f —dx) fl 2i g = car2n+1>0
2n+1) 0o 2n+1 (2n+1)2 (2n+1)2 2n+1) ], @n+1)3
2 1 1
Finalement: I, = ~ 400 a3 or Z a3 converge absolument (Riemann avec a = 3 > 1) donc, par critere d’équiva-
n n

2n+ 11)3
lence, la série ) 1, =) f | f,.(x)|dx converge.
0

Fin de 'argument

Le théoréme d’intégration terme a terme s’applique S est intégrable sur ]0,1[ ce qui assure I'existence de l'intégrale dans

I’énoncé et on a aussi :
1 (Inx)?

o 1+x2

1 1
dx:f S(x)dx—z fn(x)dx—z ( n" x(lnx)xzndx—z ( 1) (lnx)zxzndx—Z( D",

n=0J0 n=0 0 n=0J0 n=0

+00 (_l)n

1 2
d’ot1 avec les calculs précédents : [ oz nx) Z (-n" e 1)3 2;0 ERESTE
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