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CHAPITRE V COMPLEMENTS SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

| EXERCICE N° 6| Résoudre 'équation (E): (1+x%)?y" +2(x—1)(1+x?)y +y=0 en posant ¢ = Arctan x
2y2
)

(E) est une EDL2 résolue sur R (car (1 + x°)° # 0) homogene donc on sait que I'ensemble des solutions est de la
forme Vect(h, hy) ou h; et hy sont non colinéaires.

. s . mn . .. .
Arctan réalise une bijection de R dans ] 2% [ =l et sa réciproque est tan, (restriction de tangente a l'intervalle I)
On pose z(f) = y(tan ) < y(x) = z(Arctan x) et, par composition :
y est deux fois dérivable sur R < z est deux fois dérivable sur I
Méthode n° 1

VxeR, y'(x)=

-2x
x z/(Arctanx) et Y (x)= 52/ (Arctan x) +

]' 1!
5 ——2 (Arctanx
1+ x?) (1 e )

1+ x? +x?)
VxeR, (1+x%)2%y"(x) +2(x - 1)1+ x2)y (x) + y(x) =0
& Vx eR, z"(Arctan x) — 2xz' (Arctan x) + 2(x — 1)z’ (Arctan x) + z(Arctan x) = 0
s Vtel, Z'(t) - 22/ (1) + z(t) = 0 (Equation caractéristique : 72 —2r +1=0< (r —1)> = 0)

< 3(a,b) eR%, Vel z(t) = (at+ b)e’ < A(a,b) e R?,Vx € R, y(x) = (aArctan x + b) erctanx

Méthode n°2
Vtel, z(t)=y(tant) Z'(t)=(1+tan’t)y/(tant) Zz"(f) =2tant(l+tan®#)y (tant)+ (1 +tan®1)?y" (tant)
VxeR, (1+x%)2%y"(x) +2(x - 1)1 +x2)y (x) + y(x) =0

o Vtel, (1+tan® )2y (tant) +2(tant—1)(1 +tan® £)y/(tan t) + y(tant) = 0

e Vel (1+ tan £)%y" (tan £) + 2tan ¢(1 + tan” 1) y' (tan H-01+ tan” )y’ (tan f)+y(tant) =0

-~

(1) =2 (1) —2()
s Vtel, Z'(t) - 2/ (¢) + z(t) = 0 (Equation caractéristique : 1 —=2r +1 =0 < (r —1)>=0)
< 3(a,b) eR?,Vtel, z(t) = (at+ b)e' © 3(a,b) e R?,Vx € R, y(x) = (aArctan x + b) e ctan¥

En définitive : ¥ = Vect(h;, hy) ol [hl : X — (Arctan x)eArctanx ] et [I’lg ¢ g R UHE ]

Il est important de comprendre qu'un changement de variables est une liaison entre « deux mondes ». Le change-
. PN e . . . . NP o . mn
ment de variable est relié a une bijection : ici la fonction Arctan qui réalise une bijection de R dans I = ] 35 [

| Monde la variable x| | |Monde la variable ¢]

XeER teI:]——,—
2

t=Arctan x
-—
x=tant

fonction inconnue y ‘ fonction inconnue z

y(x)=z(Arctan x)

z(f)=y(tant) _
vérifiant 'équation (E) \ vérifiant 'équation (E)
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