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CHAPITRE V COMPLÉMENTS SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES

EXERCICE NO 6 Résoudre l’équation (E) : (1+x2)2 y ′′+2(x −1)(1+ x2)y ′+ y = 0 en posant t = Arctan x

(E) est une EDL2 résolue sur R (car (1+ x2)2 ̸= 0) homogène donc on sait que l’ensemble des solutions est de la
forme Vect(h1,h2) où h1 et h2 sont non colinéaires.

Arctan réalise une bijection de R dans
i
−π

2
,
π

2

h
= I et sa réciproque est tan/I (restriction de tangente à l’intervalle I)

On pose z(t ) = y(tan t ) ⇔ y(x) = z(Arctan x) et, par composition :
y est deux fois dérivable sur R⇔ z est deux fois dérivable sur I

Méthode no 1

∀x ∈R, y ′(x) = 1

1+x2
× z ′(Arctan x) et y ′′(x) = −2x

(1+x2)2
z ′(Arctan x)+ 1

(1+x2)2
z ′′(Arctan x)

∀x ∈R, (1+x2)2 y ′′(x)+2(x −1)(1+x2)y ′(x)+ y(x) = 0
⇔∀x ∈R, z ′′(Arctan x)−2xz ′(Arctan x)+2(x −1)z ′(Arctan x)+ z(Arctan x) = 0
⇔∀t ∈ I, z ′′(t )−2z ′(t )+ z(t ) = 0 (Equation caractéristique : r 2 −2r +1 = 0 ⇔ (r −1)2 = 0)
⇔∃(a,b) ∈R2,∀t ∈ I, z(t ) = (at +b)et ⇔∃(a,b) ∈R2,∀x ∈R, y(x) = (a Arctan x +b)eArctan x

Méthode no 2
∀t ∈ I, z(t ) = y(tan t ) z ′(t ) = (1+ tan2 t )y ′(tan t ) z ′′(t ) = 2tan t (1+ tan2 t )y ′(tan t )+ (1+ tan2 t )2 y ′′(tan t )
∀x ∈R, (1+x2)2 y ′′(x)+2(x −1)(1+x2)y ′(x)+ y(x) = 0

⇔∀t ∈ I, (1+ tan2 t )2 y ′′(tan t )+2(tan t −1)(1+ tan2 t )y ′(tan t )+ y(tan t ) = 0
⇔∀t ∈ I, (1+ tan2 t )2 y ′′(tan t )+2tan t (1+ tan2 t )y ′(tan t )| {z }

=z ′′(t )

− (1+ tan2 t )y ′(tan t )| {z }
=z ′(t )

+ y(tan t )| {z }
=z(t )

= 0

⇔∀t ∈ I, z ′′(t )− z ′(t )+ z(t ) = 0 (Equation caractéristique : r 2 −2r +1 = 0 ⇔ (r −1)2 = 0)
⇔∃(a,b) ∈R2,∀t ∈ I, z(t ) = (at +b)et ⇔∃(a,b) ∈R2,∀x ∈R, y(x) = (a Arctan x +b)eArctan x

En définitive : S = Vect(h1,h2) où
h

h1 : x 7→ (Arctan x)eArctan x
i

et
h

h2 : x 7→ eArctan x
i

Il est important de comprendre qu’un changement de variables est une liaison entre « deux mondes ». Le change-

ment de variable est relié à une bijection : ici la fonction Arctan qui réalise une bijection de R dans I =
i
−π

2
,
π

2

h
.

Monde la variable x Monde la variable t

x ∈R t ∈ I =
i
−π

2
,
π

2

h

−−−−−−−→
t=Arctan x
←−−−−−

x=tan t
fonction inconnue y fonction inconnue z

←−−−−−−−−−−−
y(x)=z(Arctan x)

−−−−−−−−→
z(t )=y(tan t )

vérifiant l’équation (E) vérifiant l’équation (Ẽ)
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