PT:TDn° 2 surle chapitreIl: Utilisation de la trace

Dans M,,(R) ot n € N—{0, 1}, on considere '’ensemble E des matrices de M, (R) vérifiant: M — MmT = trM)I,

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de M, (R)
Par définition: EcM,(R)
E # @ car la matrice nulle O, € E puisque O, — Ofm =0un—0un =0, ettr(0,,)1,=0x1,=0,,
Prouvons que E est stable par combinaison linéaire : V(M,N) € E2, Va € R, vérifions que oM + N € E
(@M+N) - (@M +N)T = (@M +N) — (@M’ + NT) car la transposition est linéaire mais alors :
(@M +N) — (@M +N)T = aM -MT) + (N = NT) = atr(M)I,, + tr(N)I,, puisque M et N sont dans E
Mais, puisque la trace est linéaire :
(M +N) — (aM + N)T =atrM)I,, + tr(N)I,, = (atr(M) + tr(N))In =tr(aM +N)I,, etdoncaM+N€eE

2. SiMe€E, déterminer tr(M). En déduire que, si M € E, alors M est une matrice symétrique réelle.
SiMeEalors: M—-MT = tr(M)I,, alors, en prenant la trace dans cette égalité, on a :
tr(M) — tr(MT) =trM)tr(I,)) e trM) —trM) =trM) x n < 0=trM) x n
Puisque n # 0, on a nécessairement tr(M)=0 etalors: M- MT =0 x [,=0=>M= MT ie M est symétrique réelle.

3. Est-ce que toute les matrices symétriques réelle sont dans E? Démontrer que : E = S, (R) nKer (tr) ou S, (R) est I'ensemble
des matrices symétriques réelles.

Non, toutes les matrices symétriques réelles ne sont pas dans E : la matrice I,, est symétrique réelle mais elle n’est pas dans
Ecarl, — IE =1, -1, =0y, alors que tr(I,)I, = nl, # O,,

Onadéjavuque: siMeEalorsMeS;(R)etquetr(M) =0 < M € Ker (tr) de sorte que M € S, (R) N Ker (tr)
On en déduit que: E cS,(R)nKer (tr)
Réciproquement : si M € S, (R) nKer (tr) alors M—M" = 0 (car M est symétrique) et tr(M) = 0 donc I'égalité M—M" = tr(M)1,,
est vérifiée et on abien M € E. On adonc aussi: S, (R)nKer (tr) cE
Par double inclusion, on conclut que: |E =S, (R) nKer (tr)

4. On appelle E;; la matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf celui en position (i, j) qui vaut 1.
Onrappelle que (E;;)1<; j<n st la base canonique de M, (R).
Donner (sans démonstration) une base de S, (R) exprimée a I'aide des matrices (E;;)1<;, j<n ainsi que dimS, (R)
Pour obtenir une matrice symétrique, il faut définir les coefficients de la diagonales et le coefficient (i, j) au dessus de la

diagonale (cad j > i) est le méme que le coefficient (j, i) en dessous de la diagonale.
Par exemple pour S3(R) :

a d f
MeS3R) < A(a,b,c,d,e, feR,M=| d b e |=aEi +DbEy+cEss+d(Ei2+Ea)+e(Ea +E12)+ f(E13+Ea)
f d c

nn+1
Une base de S, (R) est donc ((EH,...,Enn)U(Eij+Ej,~)1<l.<j$n etona: dimSn([R):1+2+3+---+n:¥

Pour avoir tous les coefficients d'une matrice symétrique, on doit connaitre 1 coefficient sur la derniéere ligne, 2 sur l'avant-
derniere,..., n coefficients sur la premiere ligne

5. Justifier que E est un hyperplan de S;;(R) et, en déduire, dimE.

Dans S,(R), notons (mi1, Maz, ..., Muy) U (m,-j)1<i<j<n les coordonnées de M dans la base précédente.

MeEo my+myp+-+Mpp=01xmy+1xmyp+--+1xmy,+ Y 0xm;j=0
l<i<j<n
aussi E est caractérisée par une équation linéaire non triviale dans la base de S, (R) donc E est un hyperplan de S, (R) et :

+1
dimE = dim$S ,(R) — 1 = % ~1
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