PT : TD n° 3 sur le chapitre II La notion d’hyperplan

1. Dans cette question, on travaille dans la base canonique de R3[X] cad 8 = (1,X, X2, X3)
Pour un polynéme P de R3[X], on note (a, b, ¢, d) ses coordonnées dans %8 autrement dit P = a+ bX + cX? + dX>

a. On considere le sev H de R3[X] donné par ’équation a + b+ ¢+ d = 0 dans la base 3.

i.  Donner un vecteur non nul de H. Par exemple:|1-X+X*-X>eH ‘avec 1-1+1-1=0

ii. Sansaucun calcul, donner la dimension de H.
H est décrit par une équation linéaire 1xa+1xb+1xc+1xd=0 non triviale danslabase canonique de R3[X]
donc c’est un hyperplan. On sait donc que : dimH = dimR3[X] -1=4-1

iii. Expliciter une base de H

11 suffit de choisir 3 vecteurs de H linéairement indépendants. On peut les choisir échelonné en degré pour assurer
I'indépendance linéaire. Par exemple : 1 —X, 1 —X? et 1 — X® sont tous dans H car 1 — 1 = 0 de sorte que
la famille & = (1 -X,1-X?,1-X3) de H est libre car constituée de polynomes non nuls échelonnés en degré avec

Card(%) =3 =dimH donc| (1 -X,1-X2,1-X3) est une base de H

b. i. Lessous-espaces suivant sont-ils des hyperplans de R3[X] ?

o F; =Vect(P1,Py,P3) o1P; =1 +X+X?% P, =X+X?+X3 et P53 =X3— 1.
On remarque que :P3 = P, — P; donc F; = Vect(P;,P») et P; et Py sont non colinéaires aussi (P1,P,) est une base
de F; donc dimF; <2 donc dimF # 3 = dimR3[X] — 1 aussi’ F; n’est pas un hyperplan de R3[X]

e Fy =Vect(Q1,Q2,Q3) ou polyndmes Q; =1+X, Qy = X+X%etQ3=X?>+Xx3

(Q1,Q2,Q3) est une famille de polynomes échelonnés en degré donc elle est libre et c’est une base de F, donc
dimF, =3 =dimR;3[X] — 1 et| F» est bien un hyperplan. ‘

ii. Pour le sev précédent qui est un hyperplan, donner son équation dans la base canonique de R3[X].

a=uoa ax=a
P=a+bX+cX2+dX3 eFy o I(ap,y) €R3, P=aQ; +PQ2 +YQs3 < I, B, y) € R3, ffg‘:s < 3(a,B,y) €R3, ‘tz_”
d=y c=b-a+d

Pour avoir une solution, I'équation de compatibilité c¢=b—-a+d du systeme doit étre satisfaite donc
P=a+bX+cX?+dX3eF,oc=b-a+d etdonc‘ F;, estle sevd’équationa—b+c—-d =0

2. Dans cette question, on travaille dans M (R).

a

e E; estle noyau de I'application linéaire f telle que: VM= ( c b ) EM2®), fM)=b+c.

d
, 1 1 1 0 1 0

¢ E, estle sevde M, (R) engendreparA—( 0 0 ), B—( 1 0o )etC— ( 0 1 )

Donner un vecteur non nul de E;. Prouver que E; et E; sont des hyperplans de M, (R).

Donner une équation de chacun de ces hyperplans dans la base canonique de M (R).

1
PmnElih={M€thHfm®=0}mmﬁhh=(_i O)eElcmfmm)=1—1=o

it = ( y ) €Eie fM=0eb+c=0 donc ‘ E; estle sevde My (R) d’équation b+c=0 danslabase canonique |.

d

C’est une équation linéaire non triviale donc : ‘ E; est un hyperplan de Mz (R) ‘
OU BIEN f € ZM2(R),R) et f n'est pas nulle donc rg(f) =1 (Im f c R = dimIm f < 1 etdimIm f = 1 car f non nulle). Par le théoreme du rang :
dimE; = dimKer f = dimM; (R) —rgf = dimM,(®) — 1 donc E; est bien un hyperplan de M (R).

Pour E; : On vérifie trivialement que la famille (A, B, C) est libre (a faire) donc c’est une base de E; aussi
dimE; =3 = dimM,(R) - 1 et| E; est un hyperplan de M, (R) |

+P+Y

M:(? Z)dﬁaamﬁqmwiM=wuﬁ&wc@ﬁmﬁwew,

<|ad= b + c -+ d (équation de compatibilité)
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