PT : Correction du TD n° 2 sur le chapitre VII

EXERCICE N°© 2 \ Etablir la convergence et donner la valeur des intégrales

1 11 1-¢ +00
I:f x dx J= f n{ 2) K:f e Vidx
0 V1-—x2 (I+71) 0
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X
ePourl: f=|x— est continue sur [0, 1[ puisque 1 — x? = 0 et 1 — x> # 0. Il y a une singularité en 1.
V1-—x2
3
X 1 1 . . L 1
Or: f(x)=————~x~-1 —— or|x— —— | estune fonction de Riemann intégrableen 1 cara= - <1
VA-x)1+x) V2(1-x)2 V2(1-x)2 2

aussi, par le critere d’équivalence, f est bien intégrable en 1 et donc ‘ I'intégrale I est convergente.

Pour le calcule, on pose t=1- x% = @(x) alors @ est C! sur [0, 1], strictement décroissante donc bijective de [0, 1[ dans ]0, 1].
0

Le changement de variable est possible: df=-2xdx x P t

Puisque l'intégrale de départ est convergente, celles aprés changement de variable est aussi convergente et :

I—fl X X 2xdx—f0 l_tdt—lfl(l \/;)dt
"o 2vio2 “ho—eve 20 Vi

On peut calculer cette nouvelle intégrale puisqu’on identifie une primitives :
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~3[2-3-0)<|1-
0 2 3

In(1-1)
1+1)2

Il y a une singularité a étudier en 1 mais: f(#) ~; i In(1—#) qui est <0 sur [0, 1]

e Pour ] : La fonction f = [ est continue sur [0,1[ou1—¢t>0et (1+ 1) #0

1 rl
Par critere d’équivalence, ] a la méme nature que 7 f In(1 — 1)dt. Cette intégrale est convergente car elle se ramene par un

changement de variable u = 1 — ¢ al'intégrale de référence 7 f In(z)du absolument convergente. Aussi : | ] est convergente
0

1
u(t) =In(1-1) u'(n) = =
On réalise une intégration par parties avec : , 1  soit 1_ L' ot uet vsontC! sur [0,1]
U(t)_—(1+t)2 U(t):—m

In1-9]" ( In(1- 1)

—| =lim[-———
1+t [ =1 1+1¢

Le théoreme d’intégration par parties sur les intégrales généralisées ne s’appliquent pas mais on peut travailler sur un segment.

1
On commence par étudier la convergence de la partie intégrée : [u( 1) v(t)]o = ) +0=+o00

a
On revient a une IPP sur un segment a I'aide de la définition J= linll J(a) ou](a) = / w(®v'(ndt avec
a—1- 0

(@ f (V' (Dde = [uO V(D18 fl dr =0 lf“( L . )dt it
a) = u(t)v =[u(f)v — =— - — _t — soit :
0 ° b a-na+on l+a 2Jo \1-t 1+¢
(décomposition en éléments simples)
I(a):_ln(l—cl)_1[_ln(l_t)+]n(1+t)]g:_ln(l—a)+ln(l—a)_ln(1+a):—(l—a)ln(l—a)_ln(l+a) _ln_2 -3
l1+a 2 l1+a 2 2 2(1+a) 2 a—1 2

¢ Pour K : la fonction [x — e‘ﬁ] est continue sur [0, +oo[ par composition de fonctions usuelles puisque x = 0.
Onpose t=/x=@(x) alors @ estde classe C! sur [0, +oo|, strictement croissante donc bijective de [0, +oo[ dans [0, +oo|
+00

0

aussi le changement de variable est possible : t = /x & x=t> dx=2tdt x t

+00
Lintégrale K a la méme nature que K; = f e~ x 2tdt et, si elle converge, K = K;
u'(1) =
v(t)=-e"!

+00
1) [u(t) U(t)]o = lim (—2te™") + 0= 0 par croissance comparée.
—t+00

u(t) =

. ot u et v sont C! sur [0, +oo]
(f)=e

On réalise une IPP sur K; avec: _, soit

+00 +00 +00
2) f u(Hv(nde = / —2e fdt=-2 f e 'dt est convergente (intégrale de référence)
0 0 0

LTPP est possible (car 2 termes sur 3 convergent) donc K; est convergente et, par changement de variable, | K est convergente |.

+0o0
Deplus:K:K1:0+2f e"ldr=2[-e"];* =0+2s0it[K=2]
0
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+oo 2Arctanx —m
’ EXERCICE N° 4 ‘ On considere I'intégrale [= f —dx

0 2Vx
1. Justifier la convergence de 1.

2Arctanx — 7
On introduit f avec f(x) = T Par les théoremes usuels, f est C° sur ]0, +oo[ puisque x =0 et /x #05si x> 0.
X
On étudie séparément les deux singularité en 0 et en +oco.
En 0 : On cherche un équivalent (possiblement pour prolonger par continuité) :
2Arctanx —nm —— —n = 2Arctanx—m ~9 —nm OUBIEN 2Arctanx—mn=2(x+0(x))—nm=-n+2x+0(x) ~9g—T7

x—0
. -7 m 1 . . . . C . 1
Aussi:  f(X) ~+00 F SRR ol on reconnait une fonction de Riemann qui est intégrable en 0 puisque a = 5 < 1
X X2

Par critere d’équivalence, on peut affirmer que f est intégrable en 0
En +o00: On ne peut pas exploiter d’équivalent/DL sauf a ramener le probleme a 'infini au voisinage de 0 or on sait que

i 1 . 1 2 Arctanu ~g u
Arctanx = — —Arctan— pour x >0soit 2Arctanx—m = —-2Arctan — ~,, —— car
X X

1
U= 0
1 1 ) Y
Aussi: f(X) ~400 ——\/_ = — et on reconnait une intégrale de Riemann intégrable en +oo car a = 2 >1
XV X X2
Par critere d’équivalence, on peut affirmer que f est intégrable en +oo

1 +00
Finalement: I= f fde+ f()dt donc, par somme d’intégrale convergente, ‘ I=1; + I, converge |
0 1

=I,qui CVA =I,qui CVA

o0 2 /xdx
2. Prouver que:I= —f Lz
0 1+x

1
est une dérivée de 2Arctan x — 1t et de /X une primitive du —— aussi il est naturel de penser a une intégration par parties

1+ x2 2vV/x
(IPP)
u(x) =2Arctanx — 7 W (x) =
On réalise une IPP avec ,oo 1 soit 1+x* ol uetvsontC!sur]0,+ool.
V=57 v(x) = VX
+0o +00 zﬁ
Sous réserve que c’est possible,ona: I= f u(x)v'(x)dx = [ux)v(x)1§> —f mdx
x
+00 +C(>)O ’ 1 2
Ici: [u(x)v(x)] = [ﬁ(ZArctanx—n)] = lim vx(2Arctanx-n)= lim —2v/xArctan— = lim —— =0
0 0 X—+00 X—+00 X X—+oo X

1 1
puisque —2\/XArctan — ~ oo —2y/X X — ~4oo ——=
X X VX

LTPP est possible et on sait que les deux intégrales sont de méme nature a savoir convergente vu la question 1 eton a:

+00 2/x +0o 2/x
I=0- dec»l:—f —\/_dx
0 1+ x2 0 1+ x2
+00 l-2 T
3. Calculer alors I al’aide d'un changement de variables sachant que f dt=——
0 1+ t4 2\/§
9 L +00 +00
Onpose t=+/x< x=1t> danscette nouvelleintégrale: dx=2tdr x t .

[t— 2] réalise une bijection de classe C!, strictement croissante, de [0, +oo[ dans [0, +oo[ aussi le changement de variable est possible.

too 9 +00 t2 Tt
I:—f —x2tdu=—4f mdu=—4><2\/§=
0 0

1+ ¢4

. P18 . , a , .
Remarque : Puisque Arctan x < > f(x) <0 et doncil est cohérent de trouver un résultat négatif.
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EXERCICE N° 5 \

cos(1)
Vtch(r)

f est continue sur ]0, +oo| par quotient puisque cht#0 et = 0avec v #0si t>0
On étudie séparément les deux singularités.

1. Lafonction | f:t— est-elle intégrable sur I =]0, +oo[?

1 1
Eno0: f(f) ~ ———=—>0 ouonreconnait une fonction de Riemann intégrable en 0 puisque ax = - <1

WHx1 ¢ 2
Par critere d’équivalence, on peut affirmer que ‘ f est intégrable au voisinage de 0 ‘

En +00: On ne contrdle pas le signe de f(f) a cause du cos ¢ en +oo aussi on étudie la convergence absolue :
|cos ¢ - 1

| Vich(n - vich(n)
, 1 et el
Etudions 'intégrabilité de ¢ en +oo : (1) ~ ———=—— Rappel:chi~ —
g Y Y +00 \/;X % 2\/; +00 2

On n'identifie pas une fonction de référence mais on repére une expression qui converge vers 0 en +oo plus rapidement que la fonction [£ — e~ /]

qu’on sait intégrable en +co. On peut s’appuyer sur une regle du o :
@(1) 1

et B 2yt t—+oo
Ainsi, ¢ est intégrable en +oco et, par majoration,‘ f estaussi intégrable en +oco ‘
Finalement :

0 donco(?) = o+oo(e_t) or [t— e '] est intégrable en +oo donc ¢ est intégrable en +co

+00

+00 1 +00
f If(t)ldt:f |f(t)|dt+f | f(®)de donc‘festbien intégrable sur |0, +oo[‘puisquef | f(2)|dt converge
0 0 1 0

=I; qui CVA =I, qui CVA

2. (a) Pour m unnombre réel, la fonction [¢: t — e Himt | est-elle intégrable sur R?
C’est une fonction a valeurs complexes donc, pour établir la continuité, on regarde les parties réelles et imaginaires

. N _ 2 3 _ 42 .2,
¢ est une fonction a valeurs complexes et: () =e " /™ =e " cos(mt)+ie " sin(mt)

=Re(p)(1) =Sm(p) (1)
Ainsi, ¢ est continue sur R puisque ses parties réelles Re(p) et imaginaires Sm(¢) sont continues sur R

On étudie I'intégrabilité or: |¢(7)| = ‘e‘tzeimt’ —e ¥ x1

N g 0 2 y 9 9 2 9 g
On reconnait la fonction bien connue [#— e~!"] qu’on sait intégrable en +oo (voir plusieurs preuves dans le cours)
et, par parité, elle est aussi intégrable en —oo.

+00
Ainsi : f lp(r)|dt = f e_tzdt converge donc‘ @ est intégrable sur R
R —

o0

—12 2 .
e " cos(f)dtet | e " sin(r)dr?

(b) Que peut-on en déduire pour les intégrales f
R

R
+00 2, .
Par suite, pour tout m réel, f e "T™Midt est toujours convergente. Comme elle est a valeurs complexes, cela

—00
signifie que sa partie réelle et sa partie imaginaire sont aussi des intégrales convergentes.
+o0o _ P +o0o D +oo _@ . +00 P
Pourmzl,f et dtzf e e dtzf e cos(t)dt+zf e " sin(#)d¢

—00 (o9} (e9) -0

Ainsi, on peut conclure que‘ les deux intégrales sont convergentes
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