’ PT : TD n° 2 sur le chapitre III : Calculs de sommes - Produit de Cauchy - Théoréme des séries alternées

+00
EXERCICE N° 4| Justifier 'existence et calculer Y  u, ot
n=0
1 n k n-1 3k
Duy=0etu =ln(1——)sinon 2 up= etup=0 puis u,= etuy=0
0 n (n+1)2 n ,; fign ©HHOTE PUIS tn ,;0 e
1 1

1) Existence de la somme: In(1+x)~px et x=-— 0 dou wuy~gp-—

- — ey ——
(n+1)2 n—+oco (n+1)2 n?
0 (la série ne diverge pas grossierement) et, a partir d'un certain rang, u, < 0.

Ainsi:  uy
n—+oo
1
un ~0 __2 +00
De plus: iz = ) u, converge absolument et donc Z u, existe
> (——2) converge absolument (Riemann aveca =2 > 1) n=1
n
Autre rédaction possible avec le critere d’équivalence de PTSI:
1
Up ~0T TS 1 R 1 1 .
1 nc - Z u,ety —— | ont la méme nature or Y -—|=- > — | converge (Riemann avec a =2>1)
—_—< O n n n
2
n

n n
Attention! Lorsque u, ~ v, écrire « Z Uy ~ Z vy » 'apas de sens...et cela peut étre compris comme Z Up ~ Z Uk
k=0 k=0
(équivalence des sommes partielles) qui est fausse (sinon toutes les séries de termes équivalents auraient la méme

somme !)

Calcul de la somme: Transformons le terme général a ’aide des propriétés usuelles du logarithme:

. ((m+D*=1) . (n(n+2)) _ B _ _
U, = IH(W) = (m) =In(n)+In(n+2)-2In(n+1) = (In(n) - In(n+1)) + (In(n+2) - In(n + 1))
On repére alors deux termes télescopique mais Attention a la rédaction !
+00 +00 +00 +00 +00o
Y tn=Y up=) ((InGm-In(m+1)+(Inm+2)-In(+D)) # Y. ((Inm-In(+D)+ Y ((In(2+2) - In(n+1))
n=0 n=1 n=1 n=1 n=1

+00 +00
En effet, les sommes Z ([lnn —In(n + 1)) et Z ((ln(n +2)—In(n+ 1))) n'existent pas ! On rappelle qu'une série
n=1 n=1

télescopique ) (an+1 — a,) ala méme nature que la suite (a,): ici les suites (In(n)) et (In(n + 1)) divergent...

Pour continuer a manipuler les sommes, on passe alors avec les sommes partielles: en travaillant avec des sommes
finies, on dispose de plus de liberté de calculs.

Calculons la somme partielle:

n n n
Sp= Y. ((In(k) =k + D) + (Ink+2) ~In(k+ 1)) = 3" (In(k) ~In(k + D) + ¥ (InCk+2) = In(k + 1))
k=1 k=1 k=1
En utilisant le résultat sur les sommes télescopique: (Merci Marjorie !)

n+2 +2 n , | =
S,=In1)-In(n+1)+In(n+2)—-In(2) = —In2+In —— —In2car ~—~1——>1dou Z U, =-In2
n+1) n—+oo n+l n n—+oo =i

2) Le terme général étant lui-méme une somme, on cherche a écrire u,, comme un produit de Cauchy
n

On cherche des séries Z a, et Z b, telles que u,, soit le terme général du produit de Cauchy i.e. u, = Z axby,_k

k=0
1
- B " —sik>1 1
soit: Uy, = Z e X ek = apb;, + Z arb,_, aussionpose: aj= { k! et b= =
i k8" ok 3 k=1 0sik=0 3
Attention ! La somme dans u, commence a 1 et pas a 0 donc il faut donc «ruser » en jouant sur le terme ay...
. 1 +00 +00 | )
Lasérie ) a,= ) — convergeabsolumentavec ) ax= ). Te - 1 d’'une part.
n=0 n=1 "% n=0 n=1"%
- IR to 1.0 3
Lasérie ) bp,=)_ 3 converge absolument avec ) _ by = = d’autre part.
n=0 n=0 n=0 -3
+00 +00 +oo 3
Alors la série ¥ u, converge absolument donc| ) uj, existe [et: ) u, = (Z an) (Z bn) <Y up==(e-1)
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 2
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1
n=1 gk  n-1 1 n 1 —sik=1
2 bis) De méme, si u, = Z = Z =Y aibp_x+anby aussionpose: ap=— et by=4 3k
o k3" k' 3n-k k! S
k=0 0sik=0
Cette fois, la somme dans U termine a n— 1 et pas a n donc il faut donc « ruser » en jouant sur le terme by...
L. 1 s 1 p
La série Z an = Z — converge absolument avec Z ayx = e d’'une part.
n=0 n=0 "** n=0
. 1 w1 1 1-0 1
Lasérie ) b, = ) — converge absolument avec Z br=) —== - = — d’autre part.
n=0 n>19 n=0 n=1 3" 3 1- 3 2
+00 +00 e n—1 3/€
Alors la série ) u, converge absolument et: Z Uy = ( ) ( bn) 2= Z Up=— Si U= Z T
n=0 n=0 n=0 n=1 2 =0 k'3
+00
| EXERCICE N°5]| Lobjectif de 'exercice est de calculer Y nx"oulxl<1
n=0

1. Justifier I'existence de la somme.

Si x = 0 la convergence est claire et la somme vaut 0.

n+ x| (n+1
Six#0: nx"#0 et I In)znl | = ( p. ) |x| ~1x|x| <1 et, par la régle d’Alembert, Z nx" converge (absolument)

Dans les deux cas, | la convergence de la série justifie bien I'existence de la somme ‘

2

+00
2. Pour |x| <1, calculer de deux facons (Z x") . Conclure.
n=0
+00 2 1 2 1
Méthode 1: on utilise la formule donnant la somme d’'une série géométrique: (Z x") = (1 ) = =22
— n=0 =3t — b

+00 2 +00 +00
Méthode 2: on utilise un produit de Cauchy de deux séries qui CVA: (Z x”) = (Z x”) (Z x”)
n=0 n=0 n=0
Le produit de Cauchy des deux séries absolument convergentes Z an = Zx” et de Zan = Zx" a pour terme général

n
Cp = Z xkxnk = Z x" = x" x (n+1). D’apres le cours sur le produit de Cauchy, on sait que Z ¢, converge absolument et:

k=
’ +00 +00 +00 +o0o
Y (n+Dx" = (Z x”) (Z x”) = (Z x”)
n=0 ré:O n=0 n=0

+00 +00 1 +too
Conclusion: On a donc obtenu: Z (n+1)x" = (Z x") = ———. On peut en déduire Z nx"
n=0 n=0 (I-x) n=0
WS WS 1 1-(1-x) X
Méthode n°1: ) nx"=)» (n+1-1Dx"=)» (n+D)x"-) x = =
- ,;’0 n;o Z ,;0 (l—x)2 1-x (1-x)2 (1-x)2
(On peut scmder les sommes car on sait au moins que 2 séries sur les 3 convergent.)
+00

Méthode n°2: On pose n = k+ 1 dans Z nx"
n=0

+00 +00 +00 Kt +00 k
n _ n _ +1 _ —
Y onx"=) nx"=) (k+Dx""'=xx ) (k+1)x ==
n=0 =1 k=0 k=0
Le terme n = 0 n'est en fait pas présent dans la somme, ce qui permet que le changement d’indice en k commence a k=0 etpas k=—1!

2

N N
3. Pour |x| <1etNeN, que vaut Z x" 2 En déduire la valeur de Z nx". Conclure.
n=0 n=0
Cette question propose une autre méthode...qu’on retrouvera lorsqu’on travaillera les séries entieres.
_ N+l
PourtoutNeNetxe]-1,1[: Z x" = ———_ En dérivant dans chaque membre cette somme finie (possible car x €]-1,1[):
x

n=0
d N
dx n=0

dx

d (1-xN1  d (1 N+l 1 (N+1DxN(1 - x) + 2N+
_E( ) ( e an Ta-x? 1—x)2
B 1 _xNX(N+1)(1—x)+x
C(1-x)? (1-x)2

N
X N+1)A-x)+x
Aussi: Sy=) nx"= x(z nx"_l) = W—XN“ o (1)( x)z) puis, pour x est fixé dans | —1,1[ et N — +oo:

1-x

X +00
——|=0¢ lim Sy=| ———= u
(1—x)2) N—too | (1—x)2 ,,;0 "

X N+1XN(1_X) X

Sy = . N tireg, = —  ~— x Nx¥ ———0soit: lim [Sy-—
NT =2 Nt (1-x)2 1-x = N qu(N

n—+oo

car NxN est le terme général d’une série convergente (question 1)
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EXERCICE N° 6 | Etudier suivant les valeurs du parametre réel a la nature de la série Z Uy ol U, = n" -1

B . . +oosiaz0
On passe en écriture exponentielle: u, =exp(n®lnn)—1 mais n%lnn {

n—+oo | 0sia <0 par croissance comparée
e Siaz=0alors uy, oo etil y a divergence grossiere
S@=ZY e
* Si a <0 alors pas de divergence grossiere et I'étude se poursuit.
e=1~ou Inn
On repere un équivalent usuel: _ . a = up ~n“lnn = — et on retrouve la famille de série étudier
u=nlnn — 0 n—a
n—+oo

dans les exemples 4 en notant o = —a.
Pour a = —a # 1, on a obtenu la nature de la série en utilisant la regle du o avec un série de Riemann bien choisie:

. . 1
- siae[-1,0[ alors, puisque 1+ a=0,ona: nu,~ n'*elnn +00=> — = o(uy)
- n

n—+oo
1

Or: Z — diverge (Riemann avec a =1 < 1) donc Z u, diverge a cause de la regle du o (par contraposée).
n P —

Inn

[
O=>u,=0|—

a—1
- si a < —1 alors on choisit p avec a < < —1 par exemple § = = pour que: n P u, ~ 5
-

nﬁ—ﬂ n—+oo

1
et aussi: Z ——p converge (Riemann avec —f3 > 1) donc, par la regle du o, Z u, converge
n_ e —

| EXERCICE N° 7|  Etudier la nature de la série Y u, ott u, = sin(mv/n? + 1)
On ne peut pas déterminer trivialement le signe ni éliminer la divergence grossiere.

1
ViZ+l=(m+ 1) =nx(1+L5) =nx

1 1 1 1
1+5x—2+o(—)) en utilisant 1+ w)*=1+oau+o(u) avecu=— ——0
n

n2 nz n—+oo
1 1 1 1 -1
Alors: un:sin(nn+—+o(—)):(—1)”sin(—+o —))~ 1)
2n n? 2n n? 2n
Cet équivalent permet de justifier qu’il n'y a pas DVG. On repere une série alternée mais I'équivalent ne permet pas d’obtenir
I'hypothése de monotonie nécessaire a 'application du TSA. Lexpression de u, ne permet pas également de I'obtenir.

ala—1 1 1 1 1 1
OnpréciseleDL:(1+u)°‘=1+au+¥u2+o(u2)d’oh\/n2+l=n(1+—><———><—+0(—))
2 2 n2 8 nt n4

madvd)

2n n2

. 1 1
Or:smx:x+0(x2) avecx=—+o0|—| ——— 0donc
2n n2 n—+00

et: u —sin(nn+ ! 1 +o(l))—( 1)"sin
o 2n  8nd n3))

_(—pn 1 1 N (=D (1
up=(-1) ﬁ+o o ainsi: uy, = o +v, ouv,=o0 po)
n

La série Y

1
converge par application du TSA car 5 tend vers 0 en décroissant
n -

La série ) v, converge absolument avec la regle du o. Par somme, | la série Z up converge.
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