PT : Correction du TD n°2 sur le chapitre I

On considere I'espace vectoriel E = C°(R,R) et on considére les sous-ensembles :
— F constitué des fonctions de E nulles sur ] — oo, 1]
— G constitué des fonctions de E nulles sur [0, +o0]
— H constitué des fonctions de E nulles en dehors de ]0, 1]
Démontrer que E G et H sont des sev de E qui sont en somme directe
Il s’agit de démontrer que :
1) EG et H sont des sevde E 2) Lasomme F + G + H (qui n’existe que si 1) réalisée) est directe
Prouvons 1) On revient a la caractérisation classique :
— On a, par définition : F, G et H qui sont inclus dans E.
— la fonction nulle est dans chacun des sev E G et H donc ces espaces ne sont pas vide.
— Ces sev sont stables par combinaison linéaire. On fait la démonstration pour F (situation analogue pour G et H)
Soient fi et fo dansFeta e R, a-t-onaf; + f> € F?
On sait : fj et f> sont continues sur R avec: Vx €] —oo,1], f1(x) =0= f>(x)
Onveut:afi + f> est continue surRet: Vx €] —oo,1], (Afi1 + f2)(x) =0
Or, une combinaison linéaire de fonctions continues est continue aussi « f; + f> est bien continue sur R et
Vx€]—o00,1], (afi + f2)(x) =afi(x) + fo(x) =ax0+0=0doncaf; + fo €F
Prouvons 2) : Il s’agit d’établir que O admet une unique décomposition dans F + G + H qui est triviale cad :
V(f,g§WeFxGxH, 0g=f+g+h=>f=g=h=0g
Onsaitdoncque: f+g+h=[x—0]oVxeR, f(x)+g(x)+h(x)=0 (%)
f est CO sur R et nulle sur ] — oo, 1], g est C? sur R et nulle sur [0, +oo[, & est C° sur R et nulle sur Joo, 0] U [1, +oo[
On veut montrer que: Vx eR, f(x) = g(x)=h(x) =0
Pour cela, on utilise (%) en évaluant :
pour x =1 alors g(x) = h(x) =0et (¥) = f(x) +0+0=0aussi f est nulle sur [1, +oo[ et on sait déja qu’elle est nulle sur | — oo, 1]
aussi f =0g
Si x < 0alors f(x) = h(x) =0et (x) > 0+ g(x)+0 =0 aussi g est nulle sur ] —oo,0[ et on sait déja qu’elle est nulle sur [0, +oco[
aussi g =0g
Mais alors () devient Vx € R, h(x) = 0 soit & = 0g
Ainsi, la somme des sev E G et H est bien directe

Attention! Le sujet ne demande pas de démontrer Fée Ge H =E!
D’ailleurs, une fonction f + g+ h de F+ G+ H est forcément nulle en 0 aussi on peut trouver des fonctions de E (par exemple la
fonction constante a 1) qui ne sont pas dans F+ G+H+.On a: Fe Ge H cE et l'inclusion est stricte

1 2 =2
Soit f 'endomorphisme de R® canoniquement associé a la matriceA=| -4 -3 8
-1 0 2

1. Pour A € R, on considere le sev Ey = Ker (f — Aid) ot1 id est]'endomorphisme identité de R®
Prouver que E) est un sev de R® qui est stable par f
Il s’agit de prouver que E) est un sev stable par f autrement dit que :
o E) est un sev or ¢’ est le noyau de I'application linéaire f —Aid donc c’est un sev de R3
» E) est stable par 'endomorphisme fsi: f(E)) cE\x © Vx€E,, f(x) €E)
On se donne donc x € E) et on vérifie que f(x) € E,.
Onsait: x€ Ey =Ker (f—Aid) © f(x) —Ax=0g © f(x) =Ax Onveut: f(x) €eEy & f(f(0) =Af(x)
On prouve : f( (X)) =car o= re SAX) Zcar s estiingaire Af (X) OU BIEN fx)= $J X€ E) car E) est un sev
elK €Ey

2. Déterminer une base dessevE;, EgetE_;

0o 2 -2
— (Méthode rang) E; =Ker (A-I3)=Ker | -4 -4 8 |estunsevdeR?
-1 0 1

On remarque C; + Cp + C3 = Ogs ou1 C; colonne i de A—1I3 et C; et C3 non colinéaire donc rg(A —1I3) =2
Par le théoreme durang: dimE; = dim R3 — rg(A-I3)=3-2=1
donc il nous suffit de trouver un vecteur de Ker (A —I3) pour avoir une base :

1 0
C1+C2+C3=0ps & (A-1I3)[1]|=]0|donc|E; = Vect((1,1,1)) et ; = ((1,1,1)) est une base de E;
1 0
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1 2 =2
— (Méthode noyau) Eg =Ker (A)=Ker | -4 -3 8 est un sev de R3

-1 0 2

X X+2y—-2z=0 y=0
y|€E2o{ —4x-3y+8z=0 &1 0=0 <& (x,)2) =2(2,0,1)donc|Eg=Vect((2,0,1)) et B, = ((2,0,1)) est une bz
z —x+2z=0 xX=2z

2 2 =2

— (Méthode noyau) E_; =Ker (A+I3)=Ker | -4 -2 8 est un sev de R3

-1 0 3
= X+y—-z=0 y=—-x+z=-2z
y|€eE_1 & —2x-y+4z=0 <& —6z+2z+4z2=0 < (x,),2)=z(3,-2,1)
z -x+3z=0 x=3z

donc|E_; =Vect((3,-2,1)) et B3 = ((3,-2,1)) est une base de E_;

3. Prouver que Ej,Eg et E_; sont en somme directe
11 s’agit de prouver que Og = Og + Og + Og est'unique décomposition de Og dans E; + Eg+E_;
Autrement dit:si Ops =x;+xp+x_1 (1) oux; €E; alorsonprouveque: x; =xp=x_1 =0g
Méthode n° 1 (méthode ne nécessitant pas d’avoir réussi la question 2)
Onsait: Ops =x1+x9+x-1 (1)
etaussi: x; €E;=Ker (f—id) & f(x) =x1 X0 € Eg =Ker f & f(xp) =0g et: x_jeKer(f+id) &
fx)=-x
Onveut: x;=Xx9p=x_1=0g
On prouve: Ici,ona3inconnues x, xp et x_; et on dispose d’'une équation (1). Pour espérer résoudre, on cherche donc
deux autres équations et il s’agit d’exploiter les propriétés de x;, xo et x_;.
Ops = X1 + Xp + X—1 = Oz = f(Ogs) = f(x1) + f(xp) + f(x—1) =x1 +0—x_; parlinéarité donc: x; — x_; = Ogs (2)
puis: x; —x_1 =0= f(x1) — f(x_1) = f(Ops) =O0ps = x1 + x_1 = Ops (3)

X1+ Xxp+x_7 =Ops X1+ X2 +x_7 =0ps
On obtient le systeme X1—x-1=0p & X_1=X] ©X1=X0=Xx_1=0ps
X1+ X-1 = Ops 2x1 = Ops

Méthode 2 (méthode nécessitant d’avoir réussi la question 2 contrairement au précédent)
On sait x; € E; = Vect((1,1,1)) donc Ja € R, x; = a(1,1,1)

etaussi: xo € Eg=Vect((2,0,1)) doncIbeR, x, = b(2,0,1)

etenfin: x_; €E_; =Vect((3,-2,1)) donc Ice R, x_; = ¢(3,-2,1)

Onveut x; = xp = x_; =Ogs ouencorea=b=c=0

a+2b+3c=0
OnErouvex1+x0+x_1=0R3@a(1,1,1)+b(2,0,1)+c(3,—2,1)=(0,0,O)© a—2c=0 S...oa=b=c=0
a+b+c=0

4. En déduire que R> =E; ®Eg @ E_;

— Les E; étant des sevde R?, ona déja: E; @ Eg@E_; c R3 (i)
— Lasomme étantdirecte: dim (E; ®Eg®E_;) =dimE; +dimEg+dimE_; =1+1+1=3=dimR? (i})

@ _m3
Or.{ i o|Bi10BoeE =]

5. Déterminer une base adaptée a cette décomposition et donner la matrice de f dans cette base.

On posee; =(1,1,1), €2 = (2,0,1) et €3 = (3,—2, 1) alors & = (g1, €2, €3) est une base adaptée a cette décomposition.

flen) =g 1 0 0
Deplus{ f(e2)=0 = Matg(f) = Matgy ( flen), fe2), f(Eg)) =| 0 0 o | pardéfinition.
Fles) = e 00 -1
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