
CHAPITRE XIV COURBES ET SURFACES DE L’ESPACE

TD NO 1 SUR LE CHAPITRE XIV

EXERCICE NO 1 L’espace est rapporté à un repère orthonormée
³
O; #»ı , #»ȷ ,

#»

k
´

1. Montrer que la courbe Γ :





x(t ) = t 2 −1
y(t ) = 2t
z(t ) = t 2 + t +1

, t ∈R est plane et préciser une équation cartésienne de son plan Π.

La courbe est plane si elle est incluse dans un plan.

Autrement dit, on cherche un plan Π d’équation ax +by +cz +d = 0 avec

½
(a,b,c,d) ∈R4

(a,b,c) ̸= (0,0,0)
telle que :

∀t ∈R, ax(t )+by(t )+cz(t )+d = 0 ⇔∀t ∈R, (a+c)t 2+(2b+c)t−a+c+d = 0 ⇔




a + c = 0
2b + c = 0
−a +c +d = 0

⇔




a =−c
b =− c

2
d =−2c

Puisque (a,b,c) = (−c,− c
2 ,c) ̸= (0,0,0), alors c ̸= 0. Ainsi : Π : −cx − c

2 y +cz −2c = 0 ⇔− c
2

¡
2x + y −2z +4

¢= 0

Γ est incluse dans le plan Π : 2x + y −2z +4 = 0

2. Vérifier que (Ω; #»u , #»v ) est un repère orthogonal de Π où Ω(−1,0,1), #»u = #»ı + #»

k et #»v =−#»ı +4 #»ȷ + #»

k

On vérifie que :
- Ω ∈Π car : 2×−1+0−2×1+4 = 0
- les vecteurs #»u et #»v sont orthogonaux puisque #»u . #»v = 0

- ( #»u , #»v ) est une base du plan Π puisque #»u ∧ #»v =

¯̄
¯̄
¯̄
¯

1

0

1

∧

¯̄
¯̄
¯̄
¯

−1

4

1

=

¯̄
¯̄
¯̄
¯

−4

−2

4

=−2 #»n où #»n = 2 #»ı + #»ȷ −2
#»

k est normal à Π

OU BIEN #»u et #»v sont non colinéaires et vérifient #»u . #»n = 0 = #»v . #»n où #»n = 2 #»ı + #»ȷ −2
#»

k est normal à Π

Finalement, (Ω; #»u , #»v ) est bien un repère orthogonal de Π

3. Démontrer alors que Γ est une parabole dont on précisera le sommet et l’axe de symétrie.

On cherche les coordonnées
¡
X,Y

¢
d’un point M(t ) = ¡

x(t ), y(t ), z(t )
¢

de Γ dans le repère (Ω, #»u , #»v ) qui vérifie :

#           »
ΩM(t ) = X #»u +Y #»v ⇔




x(t )+1

y(t )

z(t )−1


= X




1

0

1


+Y



−1

4

1


⇔





t 2 = X−Y
2t = 4Y
t 2 + t = X+Y

⇔
½

X = t 2 + t
2

Y = t
2

(équation L3 compatible)

OU BIEN





x(t )− (−1) = t 2

y(t ) = 2t
z(t )−1 = t 2 + t

⇔




x(t )− (−1)

y(t )

z(t )−1


= t 2




1

0

1


+ t

2



−1

4

1


+ t

2




1

0

1


⇔ #           »

ΩM(t ) =
µ

t 2 + t

2

¶
#»u + t

2
#»v

Dans (Ω; #»u , #»v ), on dispose d’une représentation paramétrique de Γ permettant d’obtenir une représentation
cartésienne :

Γ :

½
X = t 2 + t

2
Y = t

2
, t ∈R⇔ X = (2Y)2 +Y

Méthode 1 : On remarque Γ a une équation dans (Ω, #»u , #»v ) de la forme X = Y(4Y+1)
On identifie bien l’équation d’une parabole puisqu’il s’agit d’une équation de la forme X = f (Y) associée à la
fonction du second degré f (x) = x(4x +1) ayant pour racine Y = 0 et Y =−1

4

Le sommet est le point de coordonnées ( f (Y0),Y0) dans (Ω, #»u , #»v ) où Y0 =
0+ ¡−1

4

¢

2
=−1

8
. C’est donc le point de

paramètre t0 = 2Y0 =−1

4
. Ainsi, le sommet S a pour coordonnées S

³
− 15

16
,−1

2
,

13

16

´
et son axe est S +Vect( #»u )

Méthode 2 : On réduit l’équation de Γ : X2 = 4(Y2 + 1
4 Y) = 4

¡
(Y+ 1

8 )2 − 1
64

¢⇔ (Y+ 1
8 )2 = 1

4
(X+ 1

16 )

On identifie bien l’équation réduite d’une parabole d’une parabole (Y−Y0)2 = 2p(X−X0)
Le sommet S a pour coordonnée (X,Y) = (− 1

16 ,−1
8 ) dans (Ω, #»u , #»v ) et son axe est S +Vect( #»u ).

Retrouvons les coordonnées de S dans
³
O; #»ı , #»ȷ ,

#»

k
´

:
#  »
ΩS =− 1

16
#»u − 1

8
#»v ⇔ #  »

OS = #   »
OΩ− 1

16
#»u − 1

8
#»v = (−#»ı + #»

k )− 1
16 ( #»ı + #»

k )− 1
8 (−#»ı +4 #»ȷ + #»

k ) =−15
16

#»ı − 1
2

#»ȷ + 13
16

#»

k
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x
=

u
+

v
y
=

2v
2
+

u
v

z
=

u
,(

u
,v
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R
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»
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