CHAPITRE VIII FONCTIONS DE DEUX OU TROIS VARIABLES

PT : Correction du TD n° 1 sur le chapitre VIII ‘

2

1. Justifier que f est une application continue sur son domaine de définition.

]EXERCICE N° 1 \ On considere I'application f d’expression f(x,y) =

» Domaine de définition f(x, y) existe lorsque x> + y> >0
Or, pour tout (x,y) €ER?, x> +y?>=20et x*+y?=0< x> = > =0 © (x,¥) = (0,0). Ainsi, f est définie sur D =
R*—{(0,0)}
e Continuité sur D
[(x, y) — x?] est continue sur R? car elle est polynomiale.
[(x,y) — x%+ yz] est continue sur R? car elle est polynomiale
[t — /] est continue sur [0, +oo[ = [(x,y) — /x% + y?] est continue sur R?
V(x,y) €R? x> +y*=0 par composition
Pour (x, y) € D, v/x2 + y2 # 0 aussi, par quotient, f est bien continue sur D

2. Enutilisantles applications partielles de f déterminer 'unique valeur possible de “ l)ln%0 0 f(x,y) enadmettant
’y g

que cette limite existe.

Silalimite lim f(x, y) = ¢ existe alors c’est aussi la limite des applications partielles

(x,y)—(0,0)
autrement dit 1in(1) f(x,0)=0= 1in}) £,y
X— y—
x> x?
Or, pour tout x e R* : f(x,0)= — =— =|x— —— 0 (et aussi, pour tout y € R*, f(0,y) =0——0
p f(x,0) 7z i [x=——=0 ( p y f©,y) o )

‘ Lunique valeur possible pour cette limite est donc 0 ‘

3. On définit £(0,0) = 0. Justifier que f est alors continue sur R
On sait déja que f est continue sur R? — {(0,0)} aussi il s’agit de justifier que ( l)in}0 0 f(x,»)=£(0,00=0
xX,y)—(,
Méthode n° 1 On majore | flx,y)—f(O, 0)| par une expression qui tend vers 0.

X x?®  x . .
|f(x,y) —f(0,0)| = \/m < Ve = m =|x| or ” lm%0 |x| =0 donc (x,yl)IE}O,O)f(x’y) =0=f(0,0)

Méthode n° 2 On passe en coordonnées polaire " hrr% fx,y)=0% lirr(1) f(rcos0,rsin0) = 0 (indépendam-
LAEoOls 107 = T .
ment de 0)

2 2
. r<cos-0 . . 1
f(rcosO,rsin®) = ——— =rcos’0 aussi |f(r cos0, rsm6)| <r vy 0 indépendamment de 6
r r—

4. Etudier I'existence des dérivées partielles du premier ordre de f en (0,0).

Il s’agit d'une étude ponctuelle de dérivabilité donc on utilise un taux d’accroissement.

of , f(x,0)— £(0,0)

a—(O, 0) existe lorsque admet une limite lorsque x — 0 or:
X

f(x,O)—f(0,0)zlxl— 1x| | |x] of

0
— n’a pas de limite en 0 ( car Jim % =-1#1= II(I)I ). Ainsi, 3 —(0,0) n'existe pas.
X

—(0,0) existe lorsque f ©y ) f(0,0)
oy V=0

O, - 010 0_0 a
fO.9)-f0,0 _ -0 0 donc —f(O, 0) existe et vaut 0
x—0 X y=0 dy

admet une limite lorsque y — O or :
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pour (x,y) € % =R —{(0,0)}

| EXERCICE N° 2| Soit la fonction f définie sur R> par: f(x,y) = xyjzz+y2

1. Justifier que f admet un prolongement continue sur R? en précisant la valeur de f(0,0) adéquate.

Par les théorémes usuels, f sera continue sur % oi1 x? + y? # 0. Il s’agit donc de déterminer f(0,0) pour que f
soit continue en (0, 0).

« On commence par préciser la valeur f(0,0) : si f est C° en (0,0), les applications partielles le seront aussi.
Or,pourt#0: f(t,00=f(0,1)=0 — 0 donc ‘ la seule valeur possible est f(0,0) =0 ‘

« On justifie la continuité de f en (0,0) en montrantque ~ lim |f(x,y) — f(0,0)|=0

(x,y)—(0,0)
2 .2 2 2 2, .2
. xX“=y |x=| +1y°| xX“+y
Méthode 1 : x,¥)— £(0,0)| = |x < |x||lyl————— =|x =|x
|f( ¥)— f( )| yx2+y2 | x|yl 2+ | IIJ/IJCZer2 | x|yl =00

Méthode 2: On passe en coordonnées polaires (x,y) = (rcos6,rsin@) avecr —0

20 _ «in?
|f(x,») - f(0,0)] = #¥(cos®0 —sin 6)‘

Rappel : cos? 0 — sin” 0 = cos(20)
Ainsi: f est continue sur % = R2 — {(0,0)} et aussi en (0,0) donc f estbien continue sur R?

r2cos0sin®

= r2|cosO| x | sin 0| x | cos(20)| < r? s 0
r—

2. Lafonction f ainsi prolongée est-elle de classe C! sur R??

Par définition, f est de classe C! sur R? si
f admet des dérivées partielles sur R? et que ces dérivées partielles sont continues sur R?.
0
Vuque f(y,x)=-f(x,y) lexistence etlacontinuitéde a—f s’obtiennent a partir de I’existence et la continuité
y
of

5 0
de é et, lorsqu’elles existent, on a : %(x, y)= —a(% x)

Les théorémes usuels s’appliquent aussi pour la classe C! et donnent ici que f est C! sur % = R? — {(0,0)} (quo-
tient de deux fonctions polynémiales avec un dénominateur qui ne s’annule pas)

0
Il reste donc a étudier I'existence et la continuité de a—f en (0,0) (car en raison de la symétrie, elle impliquera
X

0
celles de —f en (0,0))
oy

B 0 t,0)— (0,00 0-0 0 )

¢ Etudions I'existence de —f(0,0) : [(&,0-1(0,0 = =0 0 donc —f(0,0) existe et vaut 0
0x t—0 t —0 0x

P .. Of

e Etudions la continuité de Fy en (0,0) :
X
of x?—y? 2x(x* + y?) = 2x(x% — y?)
V ’ OyO » N ) =V . 5
(x,y) #(0,0) ax(xy) yx2+y2+x 217
1

:y(x4_y4) 4x2y3
(x4 _y4 +4x2y2)

0
soit a—f (x, )=y aussi, en coordonnées polaires (x,y) = (r cos0, rsin 6) avecr —0
X

(x2+y2)2

0 0 40 —sin?0+4cos®>0sin?0

—f(x,y)——f(0,0) = rsin6><}74/(coS Sih cos” 9sin”6) srlsinel><(00549+sin49+4cos2ﬂsin29)<6r———>0

dx 0x W —— ~~ 4 r—0
<1 <1+1+4

OU BIEN (sans passer en coordonnées polaires) :

0 0 x4 yt +4x2y? (X% + 12 +2x29%) + 2x% 2 (X2 + 122 +2x%y?

U ey-L 00|yl Y _ S HY 2OV Y ) SV

dx 0x (x* + y2) (x% + y2) (x*+ y2) (x,y)—(0,0)

~
<1

Conclusion : f est donc bien C! en (0,0) et donc, finalement, | f est de classe C! sur R?
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! (0,0) et /
0y0x 0x0y

La fonction f ainsi prolongée est-elle de classe C? sur R??

On demande de déterminer des dérivées croisées ponctuellement en (0, 0).

of of 0—t*+0
—(0,0)—==(0,0) X ——>—
ox D "5 T oy

0,0).

3. Justifier I'existence et déterminer

2
(0,0) existe et vaut —1

=—-]1—— -1 donc

-0 t t—0 0y0x
0 0 4 xt +4y2x?
On a vu, dans la question précédente que : %(x, y) = —é(y, X)=-Xx S (y;c = ng/z 2! aussi
0 0 0-t1+0
J Y = (Chathl =1 1 donc (0,0) existe et vaut 1
=0 t t—0 0x0y

0% 92
Puisque f (0,0) # f (0,0), le théoreme de Schwarz assure donc que f n’est pas de classe C2 en (0,0) et
0y0x 0x0y

donc| f n’est pas de classe C? sur R?

Par contre, les théorémes usuels s’appliquent sur R? — {(0,0)} et donnent f de classe C? sur R? — {(0,0)}
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