Des exos plus "simples" sur les sommes directes ‘

Exercice 0.25 | Dans R*, on définit: F = Vect((1,0,0,0),(0,1,0,0)), G=Vect((0,0,1,0)) et G=Vect((0,0,0,1))
Justifier que Fe Go H = R*

 EG et H sont des sev de E car il s’agit de sev engendré dans R*
» Prouvons que la somme F + G + H est directe en vérifiant que
(0,0,0,0) admet une unique décomposition dans F + G + H qui est triviale.
Si (0,0,0,0) = xg + xg + xg ol xp € E xg € G et xyg € H, on prouve que xg = xg = xg = (0,0,0,0)
xp € F © 3(a, b) € R?, xp = a(1,0,0,0) + b(0,1,0,0) = (a, b,0,0)
xce€GedceR, xg=(0,0,c0)
xyeHeo IdeR, xg=1(0,0,0,d)
Mais alors: (0,0,0,0) = (a, b,0,0) + (0,0,¢,0) + (0,0,0,d) = (a,b,c,d) > a=b=c=d =0 et, parsuite:
xg = (0,0,0,0) = xg = xu
e Onsaitque: dimF =2 (car(1,0,0,0) et (0,1,0,0) ne sont pas colinéaire
etque: dimG=1=dimH aussi dimFeGeH=dimF+dimG+dimH=2+1+1=4

FeGeHcR?
Alors : { GeHc s, ©FeGeH=R*

dimFeGeH=4=dimR
Dans R[X], on définit: F=Vect(1+X), G=Vect(X+X?) et H=Vect(l-X?
1. Donner la dimension de chacun de sous-espace vectoriel.
Chacun des sev est engendré par un vecteur non nul donc ils sont tous de dimension 1
2. Vérifier que FN G = {0}. Que vaut FN GNH? On admettra que GNH = {0} et FN G = {0}
a=0
PeFNG o 3(,P) eR%, P=a(l+X) =pX+X?) 2> a+ (a—P)X-PX>=0=<{ a—-p=0 =>a=p=0
—-p=0
Ainsi: PeFNG=P=0 soitFNnG={0}
Dés lors, puisque FNGNH cFNnG et que FNGNH est un sevde R[X], on a aussi FNn GN H = {0}
3. Enremarquant que (1 +X) — (X +X?) = 1 -X?, en déduire que la somme F + G + H n’est pas directe.

Ona: 0=(1+X)-X+X*)—-(1-X? oul+XeE-X+X*)eGet—(1-X eH
Aussi, 0 admet un décomposition dans F+G+H qui n’est pas triviale aussi la somme F+G+H n’est pas directe.

4. Donner une famille base de F + G+ H et en déduire sa dimension.
On connait une base des espaces E G et H aussi la famille (1 +X,X+X21 —XZ)) est génératrice de F+ G + H.

On sait aussi qu’elle n’est pas libre car 1 —X? = (1 +X) — (X +X aussi :
F+G+H = Vect(1 +X,X+X?,1-X?) =Ve(l +X,X+X?) et ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires donc
dim(F+G+H) =2 et (1 +X,X +X?) est une base de F+ G+ H
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Exercice 0.75 |Dans M3(R), on considére :

D le sous-espace vectoriel des matrices diagonales

T le sous espace vectoriel des matrice triangulaire supérieures (matrice avec des coefficients non nuls au dessus ou
sur la diagonale)

S le sous-espace vectoriel des matrices triangulaire supérieures strictes (matrice avec des coefficients non nul uni-
quement strictement au dessus de la diagonale)

I le sous-espace vectoriel des matrices triangulaires inférieures strictes(matrice avec des coefficients non nul uni-
quement strictement en dessus de la diagonale)

1. En utilisant des sous-familles de la base canonique de M3(R), donner des bases des espaces D, T,S et I.
En déduire leurs dimensions.

On notera 2 = (E;j)1<;,j<3 la base canonique de M3(R) ol E;; est la matrice carrée d’ordre 3 qui a tous ses
coefficients nuls sauf celui en position (i, j) qui vaut 1.

a 0 0
D= 0 b 0 |l|(abc)eR®}=Vect(E,En, Ess) etla famille (E;1,Epp, Es3) génératrice est aussi libre car
0 0 c
c’est une sous-famille de la famille libre 98 aussi c’est une base de D et :
a b c
T= 0 d e |l(abcd,ef)eR®}=Vect(Ej,Ei2, E3, B2, E23, Es3) et la famille génératrice obtenue est
00 f
aussi libre car c’est un sous-famille de la famille libre 8. on dispose donc d'une basede T et :
0 a b
S= 0 0 ¢ |l(abc)eR}= VeCt(Elg,Elg, E23) et la famille génératrice obtenue est aussi libre car c’est
0 0 O
un sous-famille de la famille libre 28. on dispose donc d’'une base de S et :
0 0O
I= a 0 0 ||(abc)eRd}= VeCt(E21, Egl,Egg) et la famille génératrice obtenue est aussi libre car c’est
b c¢c O

un sous-famille de la famille libre 8. on dispose donc d'une base de I et :

2. Lasomme D + T +S est-elle étre directe? On pourra utiliser les dimensions.

Supposons que cette somme soit directe, on aurait alors dim(DeéT®S) = dimD +dimT +dimS =3+6+3 =
12 > 9 = dimMj3(R) ce qui est absurde puisque D + T + S est un sous-espace vectoriel de M3(R). Par I'absurde,
on a obtenu que ‘ lasomme D + T + S n’est pas directe ‘

3. Vérifier que D + S +1 est directe.

On vérifie que la matrice nulle admet une unique décomposition dans D + S + I qui est triviale.
SiO=A+B+CouAeD,BeSetCelalors:I(a,an,as,p1,P2,B3, Y1, Y2, Y3) € R avec:

(04] 0 0 0 [?)1 [32 0 0 0 (04] [?)1 ﬁz
0= 0 ap O |[+] 0 O B3 |+l Y1 O O |=] y1 a2 B3
0 0 3 0 O 0 Y2 Y3 0 Y2 Y3 Q3

=A =B —C

Mais, une matrice est nulle si ces coefficients le sontdonc: a; =02 =a3 =P =p2=P3=Y1=Y2=Y3=0
Ainsi, on a bien obtenuque: A=0, B=0etC=0
4. A-t-onDeSel=M3[R)?
On sait que D, S et I sont des sev en somme directe donc: D&S&lcMj3(R)
et: dim(D&Se&I) =dimD+dimS+dimI=3+3+3=9=dimM;3(R)

) DeSelcM3(R) —
bl e {dim(DéBSEBI):dimMg(IR ©[DeSel=M;®)
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