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3. (a) Démontrer que S est une sphère dont on précisera le centre Ω et le rayon R.

S : (x − 1)2 − 1 + y2 + (z + 1)2 − 1 − 2 = 0 ⇔ (x − 1)2 + y2 + (z + 1)2 = 22 donc
S est la sphère de centre Ω(1,0,−1) et de rayon R = 2

(b) Préciser la nature de l’intersection de S et du plan Q.

On compareΩH à R où H est le projeté orthogonale deΩ sur Q. Celui-ci est situé sur la droiteΩ+Vect(#»n )

donc H(1+t , t ,−1+t ) avec t ∈R et aussi H ∈Q ⇔ 1+t+t+(−1+t ) = 1 ⇔ t = 1
3 . Alors :ΩH =

p
3t 2 = 1p

3
< 2

Ainsi, S ∩Q est un cercle de centre H situé dans le plan Q et de rayon r =
q

22 − 1
3 =

q
11
3

Un cercle de l’espace est caractérisé par trois éléments : un centre I, un rayon r et le plan P du cercle (ou l’axe
I+Vect(#»n ) de cercle avec #»n normal au planP qui contient le cercle)

Projection orthogonale sur un plan : Pour obtenir le projeté orthogonal d’un point M(xM, yM, zM) sur un plan P :
ax+by+cz+d = 0, on cherche H à l’intersection de P et de la normale∆ au plan P issue de M soit∆= M+Vect(#»n )
avec #»n = a #»ı +b #»ȷ +c

#»

k . Aussi : ∃t ∈R, H(xM+at , yM+bt , zM+ct ) et on détermine t puisque les coordonnées de H
vérifient l’équation ax +by +cz +d = 0

Projection orthogonale sur une droite : Pour obtenir le projeté orthogonal d’un point M(xM, yM, zM) sur une droite
D = A+Vect(#»u ), on cherche H à l’intersection de D et du plan Π perpendiculaire à D (donc normal à #»u = a #»ı +
b #»ȷ + c

#»

k ) qui passe par M. Aussi : ∃t ∈R, H(xA +at , yM +bt , zM + ct ) et on détermine t puisque les coordonnées de
Π vérifient l’équation a(x −xM)+b(y − yM)+c(z − zM) = 0

Intersection plan/sphère : on appelle H le projeté orthogonal sur le plan P du centre Ω de la sphère S de rayon R.
Il y a alors trois possibilités :

− si d(Ω,P ) =ΩH > R alors le plan et la sphère ne se rencontre pas : S ∩P =;
− si d(Ω,P ) = ΩH = R alors le plan et la sphère ne se rencontre qu’en H : S ∩P = {H} et P est tangent à la

sphère S

− si d(Ω,P ) =ΩH < R alors le plan et la sphère ne se rencontre selon un cercle de centre H, situé dans le plan
P , d’axe (ΩH) et de rayon r =

p
R2 −ΩH2 (théorème de Pythagore dans le triangle ΩHA rectangle en H où A

est un point quelconque du cercle soit ΩA = R)

Intersection droite/sphère : on appelle H le projeté orthogonal sur la droite D du centre Ω de la sphère S de rayon
R. Il y a alors trois possibilités :

− si d(Ω,D) =ΩH > R alors la droite et la sphère ne se rencontre pas : S ∩D =;
− si d(Ω,D) =ΩH = R alors la droite et la sphère ne se rencontre qu’en H : S ∩D = {H} et D est tangente à la

sphère S

− si d(Ω,P ) =ΩH < R alors la droite et la sphère se rencontre en deux points A et B, avec H milieu de [AB].

Intersection sphère/sphère :

Soit deux sphères

½
S1 : (x −x1)2 + (y − y1)2 + (z − z1)2 = R2

1 ⇔ x2 + y2 + z2 +2a1x +2b1 y +2c1z +d1 = 0
S2 : (x −x2)2 + (y − y2)2 + (z − z2)2 = R2

2 ⇔ x2 + y2 + z2 +2a2x +2b2 y +2c2z +d2 = 0
On ramène l’étude de l’intersection S1 ∩S2 des deux sphères à celle d’une sphère et d’un plan car :

M(x, y, z) ∈S1 ∩S2 ⇔
½

x2 + y2 + z2 +2a1x +2b1 y +2c1z +d1 = 0
x2 + y2 + z2 +2a2x +2b2 y +2c2z +d2 = 0

⇔ L2 ← L2 −L1

½
(x − x1)2 + (y − y1)2 + (z − z1)2 = R2

1 équation de la sphère S1

(a2 −a1)x + (b2 −b1)y + (c2 −c1)z + (d2 −d1) = 0 équation d’un plan Π
⇔ M(x, y, z) ∈S1 ∩Π
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