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EXEMPLE NO 2 Dans R[X], on définit e1 = 1, e2 = 1+X, e3 = (1+X)2 et e4 = (1+X)3

1. Prouver que B′ = (e1,e2,e3,e4) est une famille libre de R[X]. Quel espace connu E engendre-t-elle ?

La famille B′ est une famille de polynômes non nul à degrés échelonnés donc c’est une famille libre de R[X].

De plus,





les 4 polynômes de B′ sont dans R3[X]
B′ est libre
Card(B′) = 4 = dimR3[X]

⇔B′ une base de R3[X] et ainsi Vect(B′) =R3[X] = E

2. On note B la base canonique de E. Donner les matrices de passage entre les bases B et B′.

Par définition, on a : PB,B′ = MatB(B′) =




1 1 1 1
0 1 2 3
0 0 1 3
0 0 0 1


 et PB′,B = MatB′(B) =




1 −1 1 −1
0 1 −2 3
0 0 1 −3
0 0 0 1




puisqu’on a : 1 = e1, X =−1+ (1+X) =−e1 +e2, X2 = (1+X)2 −2X−1 =−e1 −2(−e1 +e2)+e3 = e1 −2e2 +e3

et X3 = (1+X)3 −3X2 −3X−1 = e4 −3(e1 −2e2 +e3)−3(e2 −e1)−e1 =−e1 +3e2 −3e3 +e4

3. En déduire une primitive de
h

f : x 7→ (x3 +2x2)(1+x)
3
2

i

Exprimons le polynôme X3 +2X2 de R3[X] dans la base B′ : on sait que X3 +2X2 de coordonnées (0,0,2,1) dans la

base canonique est de coordonnées PB′,B




0
0
2
1


=




1
−1
−1
1


 dans B′. Dés lors :

X3 +2X2 = 1×1−1× (1+X)−1× (1+X)2 + (1+X)3

puis : f (x) = (1+x)
3
2 − (1+x)× (1+x)

3
2 − (1+x)2× (1+x)

3
2 + (1+x)3× (1+x)

3
2 = (1+x)

3
2 − (1+x)

5
2 − (1+x)

7
2 + (1+x)

9
2

et donc une primitive F de f sur R est d’expression : F(x) = 2

5
(1+x)

5
2 − 2

7
(1+x)

7
2 − 2

9
(1+x)

9
2 + 2

11
(1+x)

11
2

On utilise ici : u′×uα =
³

uα+1

α+1

´′
avec u(x) = 1+x

EXEMPLE NO 2.5 Soient u = (1,−1,1), v = (0,−1,2) et w = (1,−2,3) trois éléments de R3.

1) Donner une base de F = Vect(u, v, w).
2) Soit G = {(x, y, z) ∈R3 | x +2y + z = 0}. Montrer que G est un sev de R3 et en déterminer une base.
3) Montrer que F = G.
4) On note B1 = (u, v) et B2 = (a,b) où a = (1,0,−1) et b = w . Justifier que B1 et B2 sont des bases de F
Donner les coordonnées X1 et X2 de (2,1,−4) dans B1 et B2

5) Expliciter les matrices de passages entre B1 et B2.

1. On a w = u + v donc F = Vect(u, v). Or (u, v) est clairement libre, donc c’est une base de F et dimF = 2

2. G = {(x, y,−x −2y) | (x, y) ∈R2} = {x(1,0,−1)+ y(0,1,−2) | (x, y) ∈R2} = Vect
¡
(1,0,−1), (0,1,−2)

¢
donc

G est un sev de R3 et, puisque u1 = (1,0,−1) et v1 = (0,1,−2) sont non colinéaires, (u1, v1) est une base de G

3. On a G = Vect(u − v,−v) ⊂ Vect(u, v) = F. Or F et G ont même dimension (dimF = dimG = 2) donc F = G.

4. B1 est génératrices de F à 2 vecteurs or F est de dimension 2 donc B1 est une base de F

B2 est libre car constituée de deux vecteurs non colinéaires dans un espace de dimension 2 donc c’est aussi

une base de F. De plus : (2,1,−4) = 2u −3v = 5
2 a − 1

2 b donc X1 =
Ã

2

−3

!
et X2 =




5

2

−1

2




5. On a :

½
a = u − v
b = u + v

et :

½
u = 1

2 a + 1
2 b

v =−1
2 a + 1

2 b
d’où MatB1 (B2) =

µ
1 1
−1 1

¶
= PB1→B2 et MatB2 (B1) =

µ 1
2 − 1

2
1
2

1
2

¶
= PB2→B1
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