’ PT:TDn°1 sur  Chap 0: Révision d’algebre linéaire

] EXEMPLE N° 1 \ Dans chaque cas, prouver que F est un espace vectoriel dont on précisera la dimension.

| Point méthode | : déterminer la dimension d’'un sous-espace vectoriel

1. On détermine I'’espace ambiant de référence (ce qui permet d’identifier vecteurs/scalaires/zéros et la défini-
tions des lois interne + et externe K.

2. On recherche une famille génératrice en exprimant les vecteurs du sev comme combinaison linéaire de vec-
teurs fixes (ne dépendant d’aucun parametre scalaire). Il s’agit, bien souvent, de bien traduire les conditions
d’appartenance au sev

3. On détermine le caractere libre/liée de la famille génératrice et on retire éventuellement des vecteurs jusqu’a
obtenir une famille qui reste génératrice et qui est libre.

z) F=Vect((1,0,1,1),(1,1,1,1),0,1,0,-1),(1,1,1,-1))

F est un R espace vectoriel puisque c’est un sous-espace vectoriel (sev) de I'espace usuel R*
On connait une famille génératrice de F : (u, v, w, x) = ((1,0, 1,1),(,1,1,1),(0,1,0,-1),(1,1,1, —1))
On extrait une base de cette famille en étudiant I'indépendance linéaire de u, v, w et x :

a+p +6=0 a+p +6=0
Y(a,B,Y,8) € R, au+pr+yw+8x=(0,0,0,0) = Ops © aEgYig;g o Is —ls-Ls 5+Y+2;8
a+Pp-y-8=0 —Y-28=0
a=-2%
<1 p=25
Y=-28

On obtient ainsi une combinaison linéaire nulle non triviale en imposant §=1: -2u+ v —-2w + x = O
La famille estliée et: F = Vect(u, v, w) puisque x € Vect(u, v, w). On étudie alors la liberté de (u, v, w) :

a+p =0 e 0
Y(o,B,y) €R3, au+pv+yw =(0,0,0,0) = Ogs © p+y=0 = y;—ﬁ sa=p=y=0
) M ) y ¥ Y a+ =

La famille (u, v, w) est libre et on sait qu’elle est génératrice de F donc c’est une base de F et dimF =3
b) E={(t+2s,—t,4s— 1) | (¢,5) € R?}
DansR3: (x,y,2) eF < 3(t,s) €R?, (x,y,2) = (t+2s,—t,45—1) = £ (1,-1,-1) +5(2,0,4) < (x, y,2) € Vect(U, V)
—_—

— —
=u =V

Aussi: F=Vect(u,7V) etlafamille génératrice (i, V) est libre car les deux vecteurs sont non colinéaires.
Ainsi,(#, V) est une base de F et dimF =2
0) F={a+P)X*+ (a—P) (o, p) € R?}
DansR[X]: PeF o 3(a,p) €eR?, P = (a+P)X?+ (x—P) =aX?>+1) +pX?>—1) © P € Vect(X?> +1,X*> - 1)
Aussi : F = Vect(X?>+1,X>—1) et les 2 polynomes X? + 1 et X? — 1 sont linéairement indépendants (car
coefficients non proportionnels) aussi (X? + 1,X? — 1) est une base de F et dimF = 2
a b 0
d F= {( 0 ia+b b+2ic ) (@ b,c) ERS}
Dans le R espace vectoriel M 3(C) :

F:{a(l 9 0)+b(0 ! 0)+c(8 8 0 )I(a,b,c)eRS}:Vect(A,B,C)

0 i 0 011 21
-A -B %
On étudie la liberté de (A,B,C):  V(a,b,c) € R3,
- b 0 a = 0 coeff1,1 a=0
aA+bB+cC:02,3©(O ia+b b+2ic):023:> b = 0 coeir1,2 =< b=0 >a=b=c=0
b+2ic =0 coetr23 b=2c=0

La famille (A, B,C) qui est génératrice de F est aussi libre : c’est une base de F et dimF =3
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e) F={(x,y,z,) eK* | x+y+z+t=x—y+2z—1=0}
X+y+z+t=0

Dans le K ev K2 : (x,7,2,0 € F & X+y+z+t=0 N y+t=0
xX—y+z—-1t=0

SL,—
La—la+ly { 2x+2z=0 z=-x

aussi : F = Vect((1,0 — 1,0),(0,1,0,-1)) ou les deux vecteurs sont non colinéaires donc ((1,0 —
1,0),(0,1,0,—1)) est une base de F et dimF =2

f) F contient les polynomes réels de degrés au plus 3 avec P(1) =P® (1) =0
Dans le R espace vectoriel R[X] :
P’ =b+2cX+3dX?
Pour P = a+ bX + c¢X? + dX3 avec (a, b, c,d) € R* alors { P =2c+6dX auss
P® =6d

PeFe3abc,d eR, P=a+bX+cX*+dX’ et P(1)=P¥1)=0
M
at+b+c+d=0 c=—-a-b
< (1) et {Gd:O < (1) et {d:O
< 3(a,b)eR? P=a+bX-(a+bX?>=al-X?)+bX-X?
Ainsi: F=Vect(P;,P,) ouP;=1-X?etP,=X-X?sontdeux polynoémes non colinéaires (coefficients non
proportionnels) donc linéairement indépendant. Ainsi, (P;,P) est une base de F et dimF =2

g) Festl’ensemble des solutions de I'équation différentielle y”" —2y'+ y =0
Dans R, on résout I’équation différentielle : I'équation caractéristique est r2-2r+l1=0e (r-1%2=0or=1
Aussi: F= Vect([t — el], [t— tet]) (autrement dit: y € F & 3(A,B) e R?,Vt € R, y(t) = (At + B)e! = Ate’ + Be?)

Les deux fonctions sont non colinéaires a cause de I’évaluation en ¢ = 0 donc ([t — e, [t— te’ ]) est une base
deFetdimF =2
h) F est!’ensemble des suites réelles vérifiant Vn e N, u,,» =2u,
Dans le R espace vectoriel RN, les vecteurs de F vérifie une relation de récurrence linéaire double.
Léquation caractéristique est r>=2< r=+v2 aussile terme général vaut
ueFo3I(a,b) eR%VneN, u, =a(v2)" +b(—v2)"
Définissons les suites v = ((ﬂ)”)neN etw= ((—\/E)”)neN alors: F=Vect(v, w)

Comme (v, V1) = (1,V2) n'est pas proportionnel a (wy, w;) = (1, —V/2), les suites v et w sont non colinéaires
et la famille (v, w) est aussi libre. C’est donc une base de F et dimF =2
i) Festl’ensemble des suites réelles vérifiant Vun e N, 1,40 =2u,41

L équation caractéristiqueest r>=2r o r=0our=2 desorte que, dans RV :

a+b sin=0
u:(un)neNch»El(a,b)elez,VneN,un:{ WP sins1

Définissons les suites vavecvg=letv,=0sin=letw = (2") alors: F = Vect(v,w)

neN
Comme (vy, 1) = (1,0) n’est pas proportionnel a (wy, w;) = (1,2), les suites v et w sont non colinéaires et la

famille (v, w) est aussi libre. C’est donc une base de F et dimF =2
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EXEMPLE N° 2| Dans R[X], on définite; = 1, e, = 1 +X, e3 = (1 +X)? et ey = (1 +X)3

1. Prouver que B’ = (ey, ey, e3, e4) est une famille libre de R[X]. Quel espace connu E engendre-t-elle?

La famille &’ est une famille de polynomes non nul a degrés échelonnés donc c’est une famille libre de R[X].
les 4 polynémes de %8’ sont dans R3[X]

De plus,{ 9%’ est libre < %' une base de R3[X] et ainsi Vect(%') = R3[X] = E
Card(%4') = 4 = dimR3[X]

2. On note % la base canonique de E. Donner les matrices de passage entre les bases 98 et %’.

1 1 11 1 -1 1 -1
01 2 3 0O 1 -2 3
A 143 . ) = n— / = / =
Par définition,ona: Pg g =Matg(A') 00 1 3 et Py o = Matgg (%) 0 0 1 -3
0 0 01 0O O 0 1

puisquona:l=e;, X=-1+1+X)=-ej+e, X’=(1+X)2-2X—-1=—e;-2(—e;+ey)+e3=e;—2e+e3
etX3=(1+X)3-3X2-3X-1= es—3(ej—2ex+e3)—3(ex—e1)—ep =—e; +3ex—3e3+ ¢4

3. En déduire une primitive de | f: x — (x3 +2x2)(1 + x)?

Exprimons le polyndome X3 +2X? de R3[X] dans la base 28’ : on sait que X3 + 2X? de coordonnées (0,0,2,1) dans la

0 1
g » 0 _]- / 2
base canonique est de coordonnées P g s 171 _1 dans %’'. Dés lors :
1 1

X 42X2=1x1-1x(1+X) -1x1+X2+1+X° . ; 5 : 5
puis: f(X)=1+x)2-1+0)x 1+x0)2-1+x)*x 1+x0)2+1+x)>x1+x)2=1+x0)2-(1+x)2 -1+ x)2+(1+x)2

e .. , . 2 5 2 7 2 9 2 1
et donc une primitive F de f sur R est d’expression : F(x) = g(l +x)2 — 5(1 +x)2 - 5(1 +x)2 + E(l +x)2

uo(+1

!
m) avecu(x)=1+x

On utiliseici: u x u®*= (

| EXEMPLEN°2.5| Soient u=(1,-1,1), v =(0,-1,2) et w = (1,~2,3) trois éléments de R,

1) Donner une base de F = Vect(u, v, w).

2) Soit G={(x,y,2) € R3|x+ 2y + z = 0}. Montrer que G est un sev de R3 et en déterminer une base.

3) Montrer que F = G.

4) On note %, = (u,v) et B, = (a,b) o a = (1,0,—1) et b = w. Justifier que %, et %, sont des bases de F
Donner les coordonnées X; et X, de (2,1, —4) dans 98, et %>

5) Expliciter les matrices de passages entre 98; et %,.

1. Ona w = u+ v donc F = Vect(u, v). Or (u, v) est clairement libre, donc c’est une base de F et dimF = 2
2. G={(x,y,—x-2y) | (x,y) € R*} = {x(1,0,-1) + y(0,1,-2) | (x,y) € R*} = Vect((1,0,-1),(0,1,-2)) donc
G est un sev de R® et, puisque u; = (1,0,—1) et v; = (0,1, —2) sont non colinéaires, (11, v1) est une base de G
3. OnaG=Vect(u—v,—v) cVect(u,v) =F. Or F et G ont méme dimension (dimF = dimG = 2) donc F = G.
4. 98; est génératrices de F a 2 vecteurs or F est de dimension 2 donc 98; est une base de F
9%, est libre car constituée de deux vecteurs non colinéaires dans un espace de dimension 2 donc c’est aussi

2
une base de F. De plus : (2,1,—4):2u—3v:%a—%b donc X;= 3) et X,= 2

= 77— -1 1
5 Ona:{ a=u-v e'{ Uu=sa+sb

1 1 1
2 2 Dt — _ _ _
b=u+v _ é 1 dOUMatgel(BBz)—( 11 )—P%_,ggz etMat%(QBl)_( ; )_P%Z_,%1
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EXEMPLEN®3] SoientF={PeR[X] |P(1) =0} et G={(2a~b+ )X+ (b+a+20X+a+b+20) | (a,b,c) e R}

1. Prouver que F et G sont des sev de R, [X]

Dans Ry[X] : F = {(X— 1)(aX+Db) | (a,b) e RZ} = {a(x2 —X)+bX-1) | (a,b) € RZ} = Vect(X2 —X,X - 1).
On a utilisé ici la caracterisation d’'une racine dansR[X] : P(a) =0 & X — a divise P

G= {a(2x2+x+ D+b(=X2+X+1)+cX2+2X+2)|(a,b,c) €R2}~ =Vect2X?+X+1,-X2+X+1,X%+2X +2).

aussi F et G sont des sev de R, [X] puisqu’ils sont des sous-espace vectoriels engendrés par des familles de
vecteurs.

2. Déterminer une base de F et une base de G.
On connait une famille génératrice de chacun de ces sev. Etudions le caractere libre pour chacune d’elles.

P; =X? -X et P, =X — 1 sont non nuls a degrés échelonnés donc (P1,P») est libre et c’est une base de F.
SiQ; =2X?+X+1,Q, = —X?+X+1et Q3 =X?>+2X+2alors Q; +Q, = Q3 d’ol1 G = Vect(Q, Q2,Q3) = Vect(Qy,Qz)
Q; et Q2 sont non colinéaires (coefficients non proportionnels) donc (Q,Q2) est libre et c’est une base de G.

3. Déterminer une base de F + G et, en déduire F+ G = R, [X]
On obtient une famille génératrice de F + G en concaténant des bases respectives de F et de G.
La famille (P1,P2,Q1,Q2) génératrice de F + G est nécessairement liée (puisque F + G est un sev de R [X] donc
dim(F + G) < 3 =dimR;[X]). On ne voit pas de combinaisons linéaires nulles simples sur ces vecteurs :

o« +2y-86=0
Y(a,B,Y,0) e RY, aX2—X) +BX -1 +y2X2+X+ 1) +8(-X?+X+1) =0y © {4 —a+P+y+8=0
—-pB+y+6=0

a +2y-86=0 o= -6y

Ly lp oLy B+3y =0 << Pp=-3y

—-B+y+06=0 d=-4y

Pour y =1, on obtient larelation —-6P; —3P,+Q; —-4Q, =0 de sorte que
F+ G = Vect(P1,P,,Q1,Q2) = Vect(P1,P2,Q2) et on vérifie que la famille (P, P,, Q) est libre :
a—y=0
Y(a,B,y) ERSaX?-X) +BX - 1)+ y(-X2+X+1) =Ogy © {4 —a+Pp+Y=0 ©a=p=y=0
—pB+y=0
Remarque : Comme il s’agit d’étudier 'indépendance linéaire de 3 vecteurs dans un espace de dimension 3,
on pouvait aussi utiliser un déterminant :  (P1,P,, Q) libre © det(; x x2)(P1,P2,Q2) #0 or

0 -1 1 0 -1 1 11
det(1,X,X2)(P1>P2»Q2) =| -1 1 1 = Iy—Iy+Lg 0 1 0 | =selon Cy +1 X =-1#0
—~~ 1 0
1 0 —1 1 0 —1 =(_1)3+1

Connaissant une base de F + G, on connait sa dimension : dim(F+ G) =3

: [ F+GcRy[X] _
Malsalors.{ dim(F+G) = 3 = dim R, [X] =>F+G=R;[X]

4. Déterminer dim(F N G).
Avec la formule de Grassman : dim(FNG) =dimF+dimG-dim(F+G)=2+2-3=1
5. Donner une base de FN G et donner un supplémentaire de Fn G dans F.
PeFNG<e 3(a,b)eR* P=QRa-bX*+(b+a)X+a+b et P1)=0
S - —

PeG:V;(;(Ql,Qg) PeF
o J(a,b)eR?, P=R2a-b)X*+b+a)X+a+b) et b=-4a
o JaeR, P=3a@2X?-X-1) de sorte qu'on a FNG=Vect(2X>—X-1)

Ce vecteur Q non nul constitue a lui seul une base de la droite vectorielle Fn G

Pour obtenir un supplémentaire, on compléte cette base en une base de F : il suffit de prendre n'importe quel
vecteur de F non colinéaire a Q. Par exemple, (Q,P;) = (2X2% —X —1,X—1) est une famille libre de F (non nul a
degré échelonnés) contenant 2 vecteurs de F avec dimF = 2 donc c’est une base de F et S; = Vect(X - 1) est un
supplémentaire de Fn G dans F.
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