Exercices

1. Déterminer un équivalent en 0 et en +oo de f(x) =chx —cosx
X ex
En +oo:chx ~ — +00 et cos x est borné donc cos x = o(ch x) aussi f(x) ~+00 ChX ~4 o ]

X—+00

2

x2 x?
EnO:chx—cosx:1+——(1—? +0(x%) = x%+0(x?) ~o x

2. Déterminer un équivalent en 0 et en +oo de h(x) = v1+x— /1 — x|

EnO:\/1+x+\/1—x—0>1+1:2d0nch(x)~02
x—>
En +oo:0nax>1donc

h(x)zm—\/xT:\/}((H-%)%_(l_l) 1

1+$—(1— L) +o(L)] = = + o

E ﬁ

1
2
X

|=v&

3
By

3. Déterminer un équivalent en +oo puis en 0 de h(x) = x* + x +In(1 + /)
En0: x?+x ~p x etIn(1++/x) ~g /X or x =9 0(y/x) donc x*+x = 09 (In(1+ /X)) aussi : h(x) ~o In(1++/x) ~o VX

1 Inx
En +00: X% + X ~ 100 X2, In(1 + /%) :lnﬁ+ln(1+7) ~ln\/_~7
- X
————
~\/L}=o(lnﬁ)
. . Inx 2 9 9
Par croissance comparée : o2 = OdoncIn(1+v/x) =o0(x“+x) et: h(x) ~1oo X“+ X~ X
X< X—+oo
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’ PT : Correction du TD de révision sur les relations ~ et o ‘

1. Donner un équivalenten O eten +oode f(x)=lnx+(Inx)?+e* etde g(x)=xArctanx—In(1+x?)

En 0 e* (quitend vers 1) est négligeable devant In x ou (In x)? (qui tendent vers I'infini)

etaussiInx = o((Inx)?) donc| f(x) ~oInx

xArctan x ~g x? et In(1 + x?) ~¢ x> donc on utilise des DL pour gagner en précision. Les deux expressions

sont paires donc on doit pousser la précision a 'ordre 4 :
4 4

g
X X X
xArctanx = x (x -3 n 0(x3)) =x2- 3 +o(x%H In(Q+x3)=x%- > +o(xh

xt x?
Ainsi: g(x) = & +o(x") =] g(x) ~o 3

En +oo Par croissance comparée, In x et (In x)? sont négligeables devant e* donc| f(x) ~4o €*

. m T 5 1
Parprodu1t:xArctanx~+oox><E:Ex et In(1+x°)=2Inx+In 1+ — ~i002Inx
X

=o(Inx)

. L LS . LS
Par croissance comparée: 2lnx=o0 (Ex) aussi | g(X) ~400 Ex

2. Déterminer les limites suivantes

T
. (P+tanx)(V1+x2-1) , COS(EX) . .31
a) lim oike{2,3,4 blim——=—  ¢) lim(1+sinx)*
x—0* In(1 + x*) x—1 xIlnx x—0

2=jo(tanx) et: x*>+tanx~gtanx ~px

a) tanx ~g x donc x
1
Vi+x2-1=(01+ xz)% -1~ 7 x x2 (changement de variables avec u = x% = 0)

In(1 + x*) ~¢ x* (changement de variables avec u = x* — 0)
2

X .
.. PHtann(Vi+x2-1) X5 +°f751k—2
. 2 3-k 1 _
Ainsi : ] - ~0 ™0 zx " 58ik=3
n(l + x%) X x—0 Osik=4

b) Onpose x=1+h desortequeh—0
Lorsque la limite n'est pas en a € R*, on commence par ramener le probléme en 0 en posant x = a+ h

cos (gx) cos (g + gh) sin(gh) gh - cos (Ex) -
= = ~h_, ~h_ 0 — d 1 _— = —
iz A+nhd+h athhatn “Pixh 0% N imx 2

1
c) Onécrit: (1+ sinx)i = exp ;ln(l +sinx)

Pour une expression ot la base et l'exposant bouge en méme temps, on repasse en écriture exponentielle.

In(1+u) ~ou . . . In(1+sinx)
{ = sinx — 0 = In(1 +sinx) ~psinx ~p x puis . ~01;:6>1

- . .1 1 :
Par composition de limites, on a alors : (1 +sinx)* = exp (— In(1 + sin x)) 0 el=e
X x—

3. Donner le DL4(0) de In(cos x)

2 4
Ona: cosx=1-—+=—+o(x* aussi
2 24
In(cos x) —1n(1——2+x—4+0(x4)) =In(1+u(x) ou u(x)——x—2+x—4+o(x4)~ &
- 2 24 - 2 2 24 077

On utilise doncun DL,(0) deIn(1+ ) : In(1+u) =u-— > +o(u?)

3

Le o(u?) conduit a un o(x*). Un terme en u> sera équivalent a un terme en x% donc tombera dans le o(x*), etc...

On ne garde, dans le développement, que les termes qui ne tombent pas dans le o(x*) :

x? x L) 1 ¥ Xt R W L(x? x> (1 1), .
In(cosx) =(-—+—+0x) |-z |-—+—=+0(x")| =——=+—+0x)—=|—|=——7+|=—=|x"+0o(x")
2 24 2\ 2 24 2 24 2\ 4 2 \24 8

) 4

. _ XX X 4
soit: | f(x)= 2 12+0(JC)
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Arcsin x
V1-—x2

(a) Justifier que f est de classe C*® sur]—1,1[ et calculer f’(x)

4. Soit la fonction f d’expression f(x) =

1-x>=(1-x)(1+x)>0sur]—1,1[ (car signe de —1 a 'intérieur des racines de ce trinome du 2nd degré)
[x—1-x%lestC®sur]—1,1]
[x— v/x] est C®sur]0,+oo[ = [x— V1-x2]estC® sur]-1,1[ par composition.
Vxel-1,1[, 1 - x? €]0, +oo[

De plus: V1 —x2 >0 pour x €] — 1, 1[ donc, par passage a I'inverse, | x — > est C®sur]—1,1]
1-x
Enfin, puisque Arcsin est C*° sur ] —1,1[, f est bien C* sur | — 1, 1[ par produit et :
-z 1 XxArcsinx

fx)=

1
+Arcsin(x) x —= x (=2x) x (1 — x? +
2 ( ) 1-x2 (1- XZ)%

1
5 = u(x)‘% de dérivée = & W (x) x u(x)"3!

X
Vi-x2 V1-x2

car Arcsin’ (x) =

puis
1-x 1-x

(b) Déterminer alors a:] —1,1[— R telle que, pour tout x €] — 1, 1[, f'(x) + a(x) f(x) = =2

0 exl-110: f) 1 . Arcsin x
na,pour x€ x]—1,1[: x) = X
p 1-x2 1-x? V1-—x2

puisque (1 — xz)% =1-x3)V1-x2

convient

2

.. X
Ainsi:|a(x) = — 1

(c) Déterminer un développement limité a I'ordre 4 en 0 de > etde a(x)
—X
1 2 2 PN 2, 4 4
Or: —=1+u+u“+o(u) avecu=x“—0 dou =1l+x"+x +o(x")
1-u 1— x?
1 2 2 3 3Y pap1i 3 4 . "
et: a(x) = —xx sy = —x(1+x*+0(x)) = —x—x>+0(x’) puis : | a(x) = —x — x° + o(x*) | par imparité de a
—X

(d) En déduire un développement limité a l'ordre 5 de f en 0
On pourra utiliser une approche par coefficients indéterminés sur le DL de f'(x)
On obtient le DL5(0) de f(x) a partir du DL4(0) de f’(x) par intégration :
Si f'(x) = ap+ a1 x + axx* + asx> + agx* + o(x*) alors: f(x)= f(0)+apx+ Ao, 02.a, B oa, s
\—’04 2 3 4 5

. =
De ce fait, on obtient une expression du DL4(0) de —2- f(x)+a(x) f(x)

ay ap as ay
/0 +ax) f(x) = ap+ar x+ap x>+ asx>+ agx* +o(xh) +(—x — x* + o(x*)) (a0x+ ?xz n ?xs + Ix‘l o ?xﬂh
ay ay
=ap+ax+ ax* + asx® + asx* + o(x*) + (—a0x2 - 7)63 — ?x‘l —apx* + 0(x4))
= ag+ a X+ (az — ag)x* + (azs — 3) x° + (as — % — ap) x* + o(x*)
Or, par unicité du développement limité, on déduit :
ag = 1 apg = 1
ay = 0 a =0 2 )
a—ap=1 ol wm=1+ayg=2 de sorte que : f(x):x+—x3+—x5+0(x5)
ay _ _a _ 3 15
a3—7 =0 as = - =0
_®_ L _ — a — 2_8
as—3 ap=1 a4—1+3+a0—2+3—3
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