
III) ISOMÉTRIES DE L’ESPACE EUCLIDIEN DE DIMENSION 2 OU 3

PROGRAMME DE KHÔLLE DE LA SEMAINE N°22

L’oral commencera avec une question de cours issue de la la liste des questions de cours associée à ce programme et sera
évaluée sur 4 points. La réponse à cette question de cours doit être rapide et précise ! (Pas plus de 20 minutes)

• Cours : CHAPITRE XI ISOMÉTRIES D’UN ESPACE EUCLIDIEN

I) Isométries vectorielles

I-1) Définition et caractérisation I-2) Groupe orthogonal I-3) Exemple de référence : les symétries orthogonales
Les élèves doivent :

— connaître la définition d’une isométrie (endomorphisme qui conserve la norme)
— connaître la caractérisation d’une isométrie par le produit scalaire (application de E dans E qui conserve le produit

scalaire) ou par l’image des bases orthonormées (endomorphisme pour lequel l’image d’une BON est une BON)
— connaître le groupe orthogonal O(E) et savoir qu’il est inclus dans GL(E), qu’il est stable par composition et par passage

à l’inverse.
— savoir qu’une isométrie qui laisse stable un sev F laisse également F⊥ stable.
— définir une symétrie orthogonale (en particulier une réflexion) et savoir que c’est une isométrie.

II) Matrices orthogonales

II-1) Matrice d’un endomorphisme dans une BON, matrice de passage dans une BON
II-2) Matrice orthogonale II-3) Matrices orthogonales et isométries

Les élèves doivent :
— pouvoir exploiter les propriétés de calcul dans la BON B de E pour déterminer la matrice MatB(u) si u ∈L (E)
— savoir qu’une matrice de passage P entre deux BON vérifie PTP = In

— savoir définir une matrice orthogonale (M ∈ Mn(R) et MTM = In = MMT) et connaître la définition du groupe orthogonal
et la notation On(R) (ou O(n))

— savoir caractériser les matrices orthogonales par l’une des relations équivalentes
MTM = In ⇔ MMT = In ⇔ les colonnes (resp. les lignes) de la matrice forme un BON de Rn euclidien usuel

— savoir qu’une matrice orthogonale est une matrice de passage entre deux bases BON
— savoir que, dans une BON, la matrice d’une isométrie est orthogonale et savoir identifier une symétrie orthogonale

lorsqu’elle est donnée par sa matrice dans une BON (A ∈ On(R) et A2 = In)
— connaître la définition du groupe spécial orthogonal, la notion d’isométrie directe, d’isométrie indirecte et les notations

SOn(R) (ou SO(n)) et SO(E) et savoir que SOn(R) est stable par le produit matriciel et le passage à l’inverse.
Attention ! Terminologie directe/indirecte et plus positive/négative

— connaître les résultats sur le déterminant des matrices orthogonales/des isométries
— savoir que les valeurs propres d’une isométrie/matrice orthogonale sont de module 1

III) Isométries de l’espace euclidien de dimension 2 ou 3

III-1) Orientation d’un espace euclidien
Les élèves doivent :

— savoir qu’on oriente un espace euclidien en choisissant une base orthonormée B0 de référence : une autre base ortho-
normée B est directe lorsque P = PB0,B ∈ SOn(R) et indirecte lorsque P = PB0,B ∈ On(R)−SOn(R)

— connaître les conventions d’orientation dans le plan et l’espace usuel
— être capables, pour n = 2 ou n = 3, de savoir si une matrice M ∈ Mn(R) est dans On(R) voir SOn(R) en montrant que les

colonnes forment une base orthonormée voir une base orthonormée directe en utilisant le produit scalaire et, dans R3,
le produit vectoriel.

.
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https://paulconstans.ac-clermont.fr/sitePT/Kholles/cours/QC_sem21et22.pdf
https://paulconstans.ac-clermont.fr/sitePT/Cours/Chap11.pdf


V) APPLICATION À L’ÉTUDE DES CONIQUES

III-2) Description des isométries vectorielles planes
Les élèves doivent :

— savoir que les isométries planes sont soit des rotations (pour les directes) soit des réflexions (pour les indirectes)
— connaître la forme d’une matrice orthogonale d’ordre 2 :(

cosθ −sinθ
sinθ cosθ

)
= R(θ) ∈ SO2(R)

(
cosθ sinθ
sinθ −cosθ

)
= S(θ) ∈ O2(R)−SO2(R)

— connaissant la matrice d’une isométrie plane, pouvoir l’identifier géométriquement (retournement, rotation, réflexion)‘
— connaissant la nature géométrique d’une isométrie, pouvoir donner sa matrice dans une base quelconque (orthonor-

mée ou pas)

II-3) Description des isométries vectorielles de R3

Les élèves doivent :
— reconnaître une isométrie de l’espace à l’aide de sa matrice dans une base orthonormée
— identifier les matrices de O3(R) ou de SO3(R) (en particulier en raisonnant en terme de base orthonormée (éventuellement directe) de

ses colonnes)

— savoir définir les notions de rotation plane d’angle θ d’axe D = Vect(u) dans R3 et la notion de réflexion par rapport au
plan P

— savoir que les isométries de l’espace non triviale (càd différente de±i d) sont soit des rotations soit des composées de rotation/réflexion

— savoir déterminer une BON dans laquelle une rotation deR3 a pour matrice

 1 0 0
0 cosθ −sinθ
0 sinθ cosθ

 ou

 cosθ −sinθ 0
sinθ cosθ 0

0 0 1


— savoir déterminer une BON dans laquelle une isométrie indirecte deR3 a pour matrice

 −1 0 0
0 cosθ −sinθ
0 sinθ cosθ

ou

 cosθ −sinθ 0
sinθ cosθ 0

0 0 −1


— savoir identifier les caractéristiques géométriques d’une isométrie de l’espace
— savoir utiliser la formule de changement de bases dans le cas de bases orthonormées pour donner la matrice d’une

isométrie caractérisé géométriquement dans la base canonique

Attention ! L’étude d’une isométrie directe ou d’une réflexion peut être donnée sans indication
mais l’étude des isométries indirectes (en toute généralité) n’est pas un objectif du programme

On pourra consulter le point méthodologique et le TD no 2 du chapitre XI

IV) Matrice symétrique réelle

Les élèves doivent :

— connaître la définition d’une matrice symétrique réelle d’ordre n, de Sn(R) et savoir que dimSn(K) = n(n +1)

2
— savoir que les sev propres d’une matrice symétrique réelle sont 2 à 2 orthogonaux
— connaître le résultat de réduction des matrices symétriques réelles : une matrice symétrique réelle est diagonalisable

avec une matrice de passage orthogonale soit : ∀A ∈Sn(R),∃P ∈ On(R), PTAP = D est diagonale et réelle.
Autrement dit : A est diagonalisable dans Mn(R) dans une base orthonormée de vecteurs propres

Le nouveau programme introduit la notion de matrice orthogonalement diagonalisable
— savoir concrètement réduire une matrice symétrique réelle (d’ordre 2 ou 3) dans une base orthonormée de vecteurs

propres pour avoir une matrice de passage orthogonale
— savoir que le résultat est faux si la matrice est symétrique mais à coefficients complexes (non réels)

On pourra consulter le point méthodologique et le TD no 1 du chapitre XI

V) Application à l’étude des coniques

Les élèves doivent :
— pouvoir introduire la matrice de S2(R) associée à la partie quadratique de l’équation d’une conique
— connaître la classification des coniques (genre ellipse, parabole, hyperbole) en fonction du déterminant de cette matrice

et connaître les notions de coniques propres/coniques dégénérées.
— utiliser la réduction de cette matrice avec une matrice de passage de SO2(R) pour faire disparaître le terme croisé de

l’équation d’une conique (rotation de la base)
— utiliser un changement d’origine pour faire disparaître la partie linéaire de l’équation d’une conique
— reconnaître et représenter une conique dans le repère initial suite à cette étude en précisant tous les éléments caracté-

ristiques.
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https://paulconstans.ac-clermont.fr/sitePT/Cours/methodochap11_matortho.pdf
https://paulconstans.ac-clermont.fr/sitePT/Td/Td2Chap11.pdf
https://paulconstans.ac-clermont.fr/sitePT/Cours/methodochap11_thspectral.pdf
https://paulconstans.ac-clermont.fr/sitePT/Td/Td1Chap11.pdf


IV) CLASSE CN OÙ N ∈N∪ {+∞}

VI) Application à la recherche des extrema d’une fonction de deux variables

Les élèves doivent :
— connaître les définitions d’extremum (maximum ou minimum) local et global pour une application [ f : U ⊂R2 →R]
— connaître la formule de Taylor-Young à l’ordre 2 pour une application [ f : U ⊂R2 →R] de classe C2

— connaître la condition nécessaire d’existence d’un extremum sur une partie ouverte U pour une application [ f : U ⊂
R2 →R] de classe C1 : ils sont à rechercher parmi les points critiques de f .

— connaître la condition suffisante de présence d’un extremum local utilisant les valeurs propres de la matrice Hessienne
en un point critique. Extrait du programme : « Classification à l’aide du déterminant et la trace de la matrice hessienne »

— savoir rechercher d’éventuels extrema globaux sur des parties fermées bornées (traité uniquement à travers des exemples)
On pourra consulter les points méthodologiques et le TD no 3 du chapitre XI

CHAPITRE XIII INTÉGRALES À PARAMÈTRE

Les élèves doivent différentier une intégrale à paramètre F(x) =
∫

J
f (x, t )dt d’une intégrale dépendant de ces bornes qu’on

étudie en introduisant judicieusement une primitive (Exemples : F(x) =
∫ x2

0
e−t 2

dt ou G(x) =
∫ +∞

x

e−t

t
dt ).

I) Définition

Les élèves doivent pouvoir donner le domaine de définition d’une intégrale à paramètre si celui-ci s’obtient en utilisant les
résultats usuels sur les intégrales convergentes (prolongement continue, critère d’équivalence, théorème de comparaison ou
de domination, IPP, changement de variables)

II) Continuité

Les élèves doivent pourvoir étudier la continuité suivant le paramètre d’une intégrale à paramètre en utilisant le théorème du
programme. L’hypothèse de domination peut être obtenue localement (par exemple sur tout segment) mais, conformément
au programme, le sujet devra alors comporter une indication. Le programme ne propose plus de corollaire lorsque l’intervalle
J d’intégration est un segment.

III) Dérivation

Les élèves doivent pourvoir étudier la dérivabilité suivant le paramètre et préciser la dérivée d’une intégrale à paramètre en
utilisant le théorème du programme. L’hypothèse de domination peut être obtenue localement (par exemple sur tout seg-
ment) mais, conformément au programme, le sujet devra alors comporter une indication. Le programme ne propose plus de
corollaire lorsque l’intervalle J d’intégration est un segment.

Exemples du situation utilisant la continuité ou la dérivabilité d’une intégrale à paramètre :

— calcul d’une limite en utilisant la continuité
— calcul d’une limite en utilisant la dérivabilité (taux d’accroissement)
— calcul explicite de l’expression d’une intégrale à paramètre à l’aide d’une recherche de primitive ou d’un problème de

Cauchy

IV) Classe Cn où n ∈N∪ {+∞}

Il n’y a pas de théorème directement au programme mais il suffit, en général, de mener un raisonnement par récurrence où on
applique le théorème de dérivation pour prouver l’hérédité. L’exemple n°5, illustrant ce principe, a été traité.

Les séances de TD sur ce chapitre XIII seront réalisées à la rentrée (le lundi soir et le jeudi après-midi)

• Exercices :

- Tous les exemples et exercices du chapitre XI
- Les exercices sur le chapitre XIII seront réalisés en TD sur la semaine de la rentrée

FIN
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https://paulconstans.ac-clermont.fr/sitePT/Cours/methodochap11_conique_extrema.pdf
https://paulconstans.ac-clermont.fr/sitePT/Td/Td3Chap11.pdf
https://paulconstans.ac-clermont.fr/sitePT/Cours/Chap13.pdf
https://paulconstans.ac-clermont.fr/sitePT/Exos/Chap11.pdf
https://paulconstans.ac-clermont.fr/sitePT/Exos/Chap13.pdf
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