’ Questions de cours possibles sur la semaine n°9 et 10

1. ’ Théoreme d’intégration (Rappels PTSI) ‘

o Théoreme d’existence des primitives
Si f est une fonction continue sur I alors f admet des primitives.

X
(p:x'—>f f(de

Pourac€l, est 'unique primitive de f surI qui s’annule en a autrement dit
@ est dérivable sur I avec ¢’ = f et ¢(a) =
b
Conséquence : Pour (a, b) € I?, f fdet = [F(t)]Z =F(b)-F(a) ouF estune primitive quelconque de f sur L.
a

En effet, les primitives different entre elle d'une constante donc 3keR,F=@+k et [F(t)]Z = [(p(t)]Z =g@(b)
o Fonction définie par une intégrale dépendant de ses bornes

I
Soient f est une fonction continue sur I'intervalle I et u et v des fonctions dérivables sur 'intervalle ] avec { Zg)) 21
v(x) " (x)
la fonction @ est définie surJ par: @(x) = f fnde vérifie @(x) = [F(1)],,,) =Fov(x) -Fou(x)
u(x)

ou F est une primitive quelconque de f sur I (qui existe car f est C%)
Ainsi, ® est dérivable surJ avec: ® = v’ x fov—u'x fou
+ Convergence des sommes de Riemann (Méthode des rectangles)
Si f est une fonction continue sur [a, b], (dans tous les cas, faite un dessin!)

b—an=l bh— b
lim Ta Y fla ( +k—a) = f f(©)dt (rectangle gauche)

Z f(a+ kb—) f f(©)dt (rectangle droit)
k=1

— Inégalité de Taylor-Lagrange
Si f est (n+ 1) fois dérivable sur un intervalle I (a valeurs réelles ou complexes) telle que

la dérivée £+ est bornée surIcad IM > 0,Vx €1, |f("+1) x)|<M
b— k b— n+1
alors V(a,b) €2, |f(b) - Z F0 @D “) <Mx %

Théoreme de calcul intégral (Rappel PTSI) ‘ On pourra vérifier 'assimilation des résultats sur un exemple concret.

¢ le théoreme d’intégration par parties
Si u et v sont de classe C! sur I'intervalle I avec (a, b) € I? alors

b —
fu'(t)v(t)dt:[u(t)v(t)]u—[ u(nv'(nde

a

Pour utiliser un théoréme, on justifie ses hypothéses donc on doit vérifier pour IPP : « u et v de classe C! sur I»

¢ le changement de variable
@(b) b a ¢(a)

On pose u = (t) dans fw)du ou dansf f((p(t))(p’(t)dt sachant: du=¢'(r)dt, t’ , u‘ .
©(a) a b @(b)

@(b)

b
Si ¢ est de classe C! sur [a, b] et f est C° sur ¢([a, b)) alors f fw)du =f fle)g'(ndt

¢(a)
Pour utiliser un théoréme, on justifie ses hypothéses donc on doit vérifier les hypothéses sur ¢ et [



3. | Calculs de primitive (Rappel PTSI) ‘ On pourra vérifier 'assimilation des méthodes sur un exemple concret.

un calcul de primitives [ P(x)e™*dx ou P € R[X]

- soit on utilise des intégrations par parties en dérivant P(x) et en intégrant e*

- soit on utilise une recherche par coefficients indéterminés car [ P(x)e*dx = Q(x)e™* avec degQ = degP

On cherche la primitive sous la forme F(x) = Q(x)e™* en introduisant des coefficients inconnus pour Q (Par exemple :
Qx) = ax®+ bx +csi degQ = 2) qu'on détermine avec par identification de coefficients avec |'égalité :

F'(x) =P(x)e™ & (Q’(x) + mQ(x))emx =P(x)e™ < Q'(x) + mQ(x) = P(x)

un calcul de primitive f cos(wx)e™*dx (resp. f sin(wx)e™dx) ot (w, m) € R? distinct de (0, 0)

- soit avec deux intégrations par parties - soit en remarquant :
) plm+iw)x ! m—ion ) / mx /
cos(wx)e™ = Re (M) = Re (—) = (%e ﬁemxe“”)) = (ﬁ (mcos(wx) + wsin(wx))
m+io m-+w m-+w

(a adapter avec des parties imaginaires pour sin(wx)e™*)

un calcul de primitives f cos” (w1 x)sin?(wpx)dx  (resp. f ch” (w1 x)sh?(wyx)dx) avec (p, q) e N2

On linéarise 'expression en développant avec la formule du binoéme et a 'aide
i0 4 p—i0 0i0 _ p=i0 4o 0_ 0
des formules d’Euler cos0 = — sinf= — (resp. des définition ch6 = — etshf=———)

pour aboutir a une expression combinaison linéaire de cos(nx) et sin(mx) (resp de ch(nx) et sh(mx))

sin(nx))’ ) ( cos(mx))’
, sin(mx) =|—-—

dont on connait les primitives (Pour 7 et m non nul : cos(nx) = (
m

dx
ax®+bx+c
La démarche 2 suivre dépend du discriminant A = b> —4ac

— siA>0alors ax?+ bx+c = a(x— x;)(x — x2) avec x; et x, les deux racines réelles

ol (a,b,c) eR3 avec a #0

un calcul de primitives f

(01
on recherche alors des réels a et  avec : =
ax—x)(x—x2) X—XxX1 X-—X
dx
et:[—=(xln|x—x1|+ﬁln|x—x2|+k01‘1k€|R
ax®+bx+c
— siA=0alors ax?+ bx + ¢ = a(x — xy)? avec x, racine double
dx X 1
et = =— +k keR
ax®+bx+c a(x — xp)? a(x — xp)
— si A <0 alors on écrit ax? + bx + ¢ sous forme canonique :
) ( b)2b2 ( b\ A ( b)2|A|
ax“+bx+c=a|lx+ —| ——+c=alx+—| ——=a|lx+—| +—
2a 4a 2a 4a 2a 4a
b /
et on fait apparaitre une primitive en 132 = (Arctan u) :
u
dx 1 f dx 2 f u' (x) 2
_ = — = dx = Arctan(u(x))+ k, ke R
fax2+bx+c 1 (2—“x+i)2+1 VIAT 1+ (ux)? VIA] (1)
VIAI™ V1AL
ol u(x) = 24 X+ D
VIA| Al



’ Exemples d’applications : théoremes et méthodes sur le calcul intégral vu en PTSI

1. IPP:

1
H=In(l1+1t ") = —
u(®) =ln(1+1) et| ¥ 0 1+t ouuetwvsontC!surl[0,1]

v(n)=1 V() =t+1

1
On calculeI = f In(1 + t)d¢ par IPP avec
0

1 1 1
I=[(t+1In(1+ t)](l)—f o x (1+ t)dt=21n2—0—f dt=2In2-1
0 0
Remarques : la primitive en v(t) = t + 1 est plus astucieuse que la primitive en v(t) = ...

2. Changement de variables :

¢ (np 1 e 1
On pose x =In¢ dans 1 =f _— dx=-d¢t, ¢ X
p ') t+tnp? t 1 0
€ Int dt L x 1 : In
I = _ x — = dx = —In(1+x2 = — car on vérifie
@ ! fl 1+ (n )2 t fo 1+ x2 T )0 2
@=[t—1Int] est Clsur[l,e]
1
=|x— est C% sur [0, 1
! [ 1+x2 10,1]
i dx du & 1
On pose x = Arctan u dans I :/ — dx=——, x| 4%, u
P 2 o 1+cos?x 1+ u? 0 0
Hypothéses du changement de variables : ¢ = [t — Arctan u] est C! sur [0,1] et f = x-—»m est C¥ sur [0,%]

1 1 du 1
Alors: I, = f X or on rappelle que, lorsque ca existe : (tan t)’ = =1+tan?t aussi:
(b) 27 Jo 1+cos?(Arctanw) 1+ u2 ppetied que¢ ( ) cos? t
1 1 du L 1 du D 1! 1
I, = x - x = du=>| ——du=...
0 1 1+ u? 0 1 1+ u? 0 2+ u? 2 Jo u )2
1+ — 1+ —)
1+ tan? (Arctan u) 1+ u? V2
2 2
Calcul a finir en posant t = \/ié eton trouvel, = %Arctan%

3. Produit d'un polynoéme et d'une exponentielle : Calculons les primitives f (2x2 - l)ezx dx

Méthode 1: f(x) = (2x? — 1)e** a une primitive en F(x) = (ax? + bx + c)e** oi1 on détermine les réels a, b et ¢ car

2a=2 a=1
F(x) = f(x) © Qax+b)e¥ +2(ax? + bx+ )X = 2x* - 1)e¥ & { 2a+2b=0 <{ b=-1
b+2c=-1 c=0
aussi : f(sz —1e*dx=(x*-x)e** +koukeR
) i . , up(x)=2x>-1_ ) (x) = 4x . 1
Méthode 2 : On fait deux IPP successives. D’abord avec | , 0% soit 1, ouu ety sontC" surR
_— vi(x)=e vl(x)zze

1 1 1
f(sz—l)ezxdxz 2x%-1) x Eezx—f4xx zezxdxz (xz—i)ezx—zfxezxdx

u,(x) =1
. uz(x) = x L 2T \ 1
puis avec | oy Soit 1, ouupetvysontC surR
v,(x)=e vz(x)zie o

X

1 1 1
zezx—fiezxdx) =(x2—E)ezx—xe2x+562x+k=(xz—x)€2x+k0f1k€R

f(sz —De*dx = (x% - %)ez’“ -2 (

1
4. Produit d'un cosinus/sinus et d'une exponentielle : Calculer K = f e**sin(nx)dx.
0

. , p@+imx ., p2Himx !
Méthode 1: f(x) = X sin(nx) = %m(ezxe”‘x) = %m(e(ZH”)x) =Q3m (( - ) ) = (i‘sm( - )) .
- 2410 24T

Ainsi, une primitive F de f surR:

+im)x 1 X — It 2x
F(x) = %m( - ) = %m( — x ¥ e””‘) = e2¥ x i‘sm( x (cos(mx) + isin(nx))) = —(2 sin(7mx) —thos(nx))
2+iT 2+iT \u"; 4+ 72 4 + 72
€
1 e? 1 ne®+1
Etdonc:K:f e sin(mx)dx = —— @2 x0—mx —1) - @2x0—m) = il
0 4 + 2 4 + 2 4+ 2



Méthode 2 : On fait deux IPP successives. D’abord avec

1
e T
K= [—2 sin(nx)](l)—zf cos(nx)e’*dx puis avec
0

uj (x) = mcos(mx)

1 oll u; et v; sont C! sur R
v1(x) = =

U1 (x) = sin(mx)
vi(x) = e%x

)

2x uy(x) = —msin(mx)
1, oll uy et v, sont C! sur R
V2 (x) ==

Uy (x) = cos(mx)
vh(x) = e2*

)

=0

[ e* -m) (1. - n(-e*-1 m m\ m, n(e? +1)
K=- ([—cos(mc)]0 5 f sin(fmx)e dx)=——( +EK):»K(1+Z):Z(e +)=>K=——=
0

2 2 4 + 2

In2

3 i
5. Linéarisation (ou analogue a une linéarisation) : Calcul de f sinf®xdx et f ch?(x) sh?(x)dx
0 0

(@)

(b)

6. Primitive en f

On linéarise le sin®(x) :

. 3 et —e ¥ 1 o 1 3 iy . .
sin x:(—.) :__.( ix 3e”“+3€ ix —e” Lx):__.(e X e lx+3><(e lx_e lx)
21 81 81\ ~ d
:2isin(3x) =2isinx
. 3 1 3 . . " .3 1 3 '
soit: sin (x):—Zs1n(3x)+Zs1n(x) et on obtient alors une primitive : sin®(x) = Ecos(?»x)—zcos(x)
- 1 3 P01 3 2
aussi : sin® xdx=|—cos(3x)——cos(x)| =——+—-=—
0 12 4 0 12 4 3
Avec les déﬁnitior)lcs: . . .
e +e e —e 1
ch?(x)sh?(x) = ( ) x ( ) —((e*+e ™) (e* - _x))z oubien = — (&2 + 2+ e 2%)(e2* -2+ ¢72%)
4 4 16 16
= (e +e_4x_2)
16 ——
=2ch(4x)
2 1 1 1[shex) % n2 1 2-2 In2 3 In2
n n
f chz(x)shz(x)dx:f (—ch(4x)——)dx:— —-X =—sh(l 2)——=—x 2|22 _ 2> 2=
0 o \8 8 8| 4 0 32 32 2 32 128 32
dx

0 d 2 d 1 d
ot (a,b,c) e R3 aveca;éOCalculonusf & sz —xetM:f X
1 0

ax?>+bx+c _1x2+2x-3’ 9+6x + x2 1+x+x2

(@

(b)

(©)

x%+2x—-3=(x—1)(x+3) aussi on cherche (a, B) e R? :

oa+P)x+3a— +p=0 =-
Vxe[-1,0], b =( ) 69{ a+p Q{ b 10(
2+2x-3 x—1 x+3 (x=1)(x+3) 3a—p=1 =3
1[0 1 0 —In3
Ainsi:K:—f (———)dx —[lnlx—1|—1n|x+3|] =
4J3\x— x+3 4 -1 4
fz dx fZ dx [ 112 1 1 1
L= = = |- =4 - = —
1 9+6x+x2 )1 (3+x)? 3+x]; 5 4 20
2 q . .. 2 1\2 3
VxeR, 1+x+x ;éOpulsqueledlscrlmlnantestA:—3<0etx +x+1:(x+§) +4_1
aussi : M f 1 dx : f 1 dx [Arctan (x+1))]1 - (Arctan\/§ Arctan !
ussi : M = _ = _ = _ =
0 +l 2 § 3 0 ]_+( (x+ ))2 \/_ 2 0 \/§ \/§
V3

2 (m T JTT[\/_
()3\/_9

=575

soit M =
3 6



