’ Questions de cours possibles sur les semaines n° 5 et 6 ‘

1. | Théoremes d’analyse usuels ‘

o Enoncé du théoreme des valeurs intermédiaires
Silestun intervalle de R etsi [ f:I<R— R] est continue sur I alors ] = f(I) est un intervalle de R
soit : Pour tout (a, b) € I et pour tout y entre f(a) et f(b) alors y estdans ] = f(I) (cad Ac€1, y = f(c))
La continuité assure I’existence d'un antécédent mais celui-ci n’est pas forcément unique...

o Enoncé du théoréeme de la bijection

I est un intervalle de R
Si{ [f:I—R]estC’surl alors f réalise une bijection de I dans I'intervalle J = f(I)
f est strictement monotone sur I
autrement dit : pour tout [a, b] <1, si y est entre f(a) et f(b) alors: 3lx € [a, b], y = f(x)
La réciproque [f~!:] — 1] est C° et strictement monotone sur ] de méme monotonie que f

 Enoncé du théoréme des bijections réciproques

I est un intervalle de R

Si{ [f:I—R]estCOsurl alors f réalise une bijection de I dans l'intervalle ] = f(I)
f est strictement monotone sur I

La réciproque [ f ~1:7—1] est C° et strictement monotone sur ] de méme monotonie que f

Si f est dérivable sur I alors: f~! est dérivable en yy = f(xg) < f'(x0) #0 etalors (f~1) (o) = f’(lx )
0
Si f est dérivable sur I et ne s’y annule pas, f~! est dérivable surJ et (f7!) = #

« Enoncé du théoréme de Rolle
f est CO sur [a, b]
Soit [f:[a,blcR—R],si{ f estdérivable sur]a,b[ alors3cela,bl, f'(c)=0
fla)=f(b)
o Enoncé de I'égalité des accroissements finis
f est C? sur [a, b]

f est dérivable sur ] a, bl alors 3cela, bl, f(b) = fla) = fle)(b-a)

Soit [f:[a,b]cﬂQaR],si{

e Enoncé de I'inégalité des accroissements finis (version f lipschitzienne)
Soit [f IcR— [RZ], si f est C? et dérivable sur un intervalle I avec 3k >0Vx €1, | f/(x)| < k alors
f est k-lipschitzienne sur I c’est a dire que : V(x, y) € 12, lf(x)=fI<klx-yl
 Enoncé de I'inégalité des accroissement finis (version double inégalités)
Soit [f Ja,b[cR — IR] , s f est CY sur [a, b] et dérivable sur un intervalle ] a, b[ avec
I(m,M) e R?,Vx €la, bl, m< f'(x) <Malors: m(b—a) < f(b) - f(a) <M(b- a)
o Enoncé du théoréme de la limite d’'une dérivée
f est C¥ sur [a, b]
Si{ [ estdérivablesur [a,bl alors f est dérivable en b et f'(b) = ¢
)lcig})f'(x) = ( € R existe
Rem 1:Si f et C! sur [a, b[ et C° en b avec chiil}af'(x) = ( € R existe alors f est C! sur [a, b] avec f'(b) = ¢

Rem 2: Si ¢ = +o0, alors f n'est pas dérivable en b mais qu’il y a une demi-tangente verticale.

 Enoncé de la formule de Leibniz pour des fonctions réelles
Si[f:1cR—R]et[g:1cR—R]sontde classe C" sur l'intervalle I alors fg est de classe C" sur I et
(Fg) = i (”) F® gn=k

k
k=0
Rem 1 : on peut remplacer "de classe C"" par " n fois dérivable sur "

Rem 2 : on peut proposer des variantes en lien avec le cours "Courbe paramétrée" de PT : formule pour un
produita f ol [a:IcR—R] et [ f :1<R — R?], un produit scalaire f.g ou un produit vectoriel f A g



 Enoncé de la formule de Taylor-Young
Si[f:la—38,a+8[cR— R] estde classe C" sur le voisinage |a — §, a +8[ de a (avec 6 > 0) alors

f admet un DL,,(a) donné par: f(a+ h) = f(a)+hf’(a)+2—f”(a)+ +h—f(")(a)+o(h”)
(x o -a)”

n!
Rem : on peut aussi écrire : f(x) = f(a) + (x—a) f'(a) + ——— f”( )4k Tf(”)(a)+o((x a) )

2. ’ Algebre linéaire PTSI ‘
o Définitions et propriétés associés au noyau et a I'image d'une application linéaire
SiE et F sontdes Kev etsi f € Z(E,F) alors
Ker f={x€E]| f(x) =0g} estunsevde E etona: f injective & Ker f = {0}
Im f={yeF|3xeE, y=f(x)}estunsevde Fetona: f surjective & Im f =F
On rappelle que :
f estinjective lorsque V(x, x) € E?, f(x) = f(x") > x=x
f estsurjective lorsque Vye E3x€E, y = f(x)
f est bijective lorsqu’elle est injective et surjective et alors: Vye E3lx€E, y = f(x)

 Enoncé du théoréme du rang
Soient E et F des Kev et soit f € £ (E,F), si E est de dimension finie alors dimKer f +rg(f) = dimE

Onrappelle que: rgf =dimIm f = dimVect(f(el), oo f(en)) ou (ey,...,e,) est une base quelconque de E.

Cas des matrices : Pour une matrice A € M, ,(IK), le noyau et I'image de A coincident respectivement avec
le noyau et I'image de 'application linéaire f € £ (K”,[K") canoniquement associée a A.
Le théoréme du rang s’écrit donc: dimKer M +dimIm M = dimK?”
o Définition de la matrice d'une application linéaire
Soient E et F sont des [Kev de dimensions finies, soit f € Z(E,F)
et soient % = (ey, ..., e,) une base de E et € = (gy,...,€p) une base de F

alors la matrice de f relativement aux bases 2 et € est Matg « (f) = Maty (f(el), ety f(en)) €My, »(K)
autrement dit la j ieme colonne de cette matrice correspond aux coordonnées de f(e;) dans la base €

Si A = Matg « (f) alors on peut traduire I'égalité vectorielle y = f(x) matriciellement: y = f(x) © Y =AX
avec X colonne des coordonnées de x dans % et Y colonne des coordonnées de y dans €
» Définition des matrices de passage et formule de changement de bases pour les coordonnées
Soit E est un K ev de dimension finie et si 2 = (e, ...,e;) et B’ = (el, .,€}) sont deux bases de E
alors la matrice de passage de %8 a 28’ notée Py o' est Py g = Matg (%)
C’est une matrice de M, (K) ou1 n = dimE et la j ieme colonne donne les coordonnées de e;. dans 4.
Si X est la colonne des coordonnées d'un vecteur x de E dans 9, X’ celle des coordonnées de x dans %8’
alors X =Pg X'
 Enoncé de la formule de changement de base pour une application linéaire
Soient E et F sont des [Kev de dimensions finies, soit f € Z(E, F)

et soient & et 28’ deux bases de E avec P = Py»_ et € et €’ deux bases de F avec Q = Py«
si A=Matg ¢ (f) et A' = Matg « (f) alors A’ = Q"1 AP

En particulier : si E = F, %8 = € et ' = €’ alors A’ =P~'AP

Rappels : Dans ce contexte, avec X et X' les coordonnées de x dans 28 et ', Y et Y’ les coordonnées de y = f(x) dans € et €’
Y=AX, Y=AX, X=PX, Y=QY alors Y=Q 'Y=Q !'AX=Q 'APX' redonne A'=Q 'AP
¢ Définition du produit matriciel.
On note [M];; le coefficient de la ligne i, colonne j de la matrice M.
p
SiAeM;,(K) et Be M4 (K) alors AB € M;4(K) existe et: Vi€ [1,n],Vje[l,ql, [Ml;j= Z [A];x[Bl;j
k=1
o Enoncé de la formule du binéme pour des matrices carrées

Si A et B sont deux matrices de M, (K) qui commutent (cad AB = BA) alors :
n

VneN, (A+B)"= )"
k=0

n
AFB"* et on rappelle que (

n\ n!
k|l kl(n-k)!



