’ Questions de cours possibles sur les semaines n° 19 et 20

1. | Bilan Espace Préhilbertien et Euclidien ‘

e Définition d'un produit scalaire sur un Respace vectoriel E et de la norme associée.
Un produit scalaire (.,.) sur E est une forme bilinéaire, symétrique, définie positive
* Y(x,y) €E? (x,y) existe et c'est un réel
* elle est symétrique : V(x,y) € E2, (x,y) = (3, x)
¢ elle est bilinéaire i.e. [x — (x, y)] (y fixé) et [y — (x, y)] (x fixé) sont dans £ (E,R)
Si on a prouvé la symétrie, il suffit de vérifier la linéarité d'une seule des application.
e elle est positive: Vx€E, (x,x) =0

¢ elle est définie: Vx€E, (x,x) =0=> x=0g

La norme sur E associée a ce produit scalaire est donnée par: Vxe€E, [x| = v{(x,x)
Ona: VxeEVAeR, [Ax|=Al|x| et lxll=0ex=0g

o Les produits scalaires usuels (qu'il faut savoir justifier éventuellement)

n

e surR"”: (X,¥)=) xiyi ouX=(xy,...,xs) €t ¥ =(y1,...,¥n) tel quelabase canonique de R" est une BON

i=1
n n n

o surR,[Xl: (BQ =Y arbr ouP=) aXFetQ=Y bXF tel quelabase canonique de R,[X] est une BON

k=0 k=0 k=0
n
mais aussi: (BQ)= Z P(ar)Q(ag) ou g, qay,...,0, sont des réels 2 a 2 distincts

k=0
Outil pour la preuve : un polynéme de Ry [X] non nul a au plus n racines distinctes

e sur M,(R): (A,B)=tr(ATB) = Z aijb;j ou A= (ajj)i<ij<n €t B = (bjj)i<ij<n tel que la base canonique de M, (R) est une

1<i,j<n

n
BON Outil pour la preuve : propriété de la trace et transposition et définition du produit matriciel [AB]; i= Z a;iby 7
k=1

b
e sur C%([a, b],R) : <f, g> = f f(®)g()dt Outil pour la preuve : propriétés de I'intégrale
a
Silest un intervalle quelconque, la convergence de l'intégrale ( f, g) = f f(Hg(H)dt n'est pas assurée sur C°(I,R)
I

1
Linégalité [fg| < P (f2+ g% < (f1-1gh? = 0 assure la convergence sur le sev des fonctions f avec f? intégrables sur I.

a-+e
¢ sur R[X] (et donc aussi sur R[X] : (P,Q):f P(H)Q(r)dt otacRete>0
a

Outil pour la preuve : propriétés de I'intégrale + un polynéme qui a une infinité de racines distinctes est nul

e Identités du parallélogramme et identités de polarisation

La norme associée a un produit scalaire (.,.) sur E est définie par: Vx € E, || x[| = v/{x, x)
Ona:VxeE VAeER, |)\x”:|)\|||x|| et lx|=0< x=0g

Identité du parallélogramme : V(x,y) € E?, [x+ ylI> + lx— y1? = 2(Ix1? + | yII?)

1 1
Identités de polarisation : V(x, y) € E?, (x,y) = n (||x+y||2 - HX—J’HZ) =35 (HX+J’”2_ x]* - ”J’”z)

* Inégalités triangulaire et Inégalité de Cauchy-Schwarz
Si ||.| est une norme associé a un produit scalaire (.,.) sur le R espace vectoriel E,

Inégalité triangulaire : V(x, y) € E2, Hx+ y|| < Hx” + ||y||

Inégalité de Cauchy-Schwarz: V(x, y) € E?, | (x,y) ’ <|lx|ll¥|
Ces inégalités deviennent des égalités si et seulement si x et y sont colinéaires.

* Vécteurs orthogonaux, famille orthogonale et théoremes de Pythagore

Si ||.|| est une norme associé a un produit scalaire (.,.) sur le R espace vectoriel E,

Théoréme de Pythagore : Pour (x,y) € E2, x et y sont orthogonaux ie (x,y) =0 < ||x + y||2 = Hx“z + ||x||2

Théoreme de Pythagore généralisé : Si (e;)ieq1,,) €st une famille de vecteurs de E

n
Si (e;)icq,n est une famille orthogonale ie V(i, j) € [1, 112, i # j = (e;,e;) =0 alors |e;+ex+---+e,[|* =Y [ei]
i=1



* Connaissances sur 'orthogonal d’'un sev? Cas particulier d'un sev de dimension finie. Cas d'un hyperplan dans un espace euclidien.
« Si E est un R espace vectoriel munit d'un produit scalaire (.,.) et si F est un sous-espace vectoriel (sev) de E
'orthogonal F* de F est F+ = {x €E|VyeE (x,y)= O}
C’est un sev de E qui vérifie : FNFt ={0p} soit Fe FL cE et Fc (FHt

Et: {OE}J‘ = E (0g est orthogonal a tous les vecteurs) et El = {Og} (un vecteur orthogonal a tous les vecteurs est nul)

o Si F est de dimension finie avec F = Vect((e[)igﬂl,n]]) alors: xeFt o Vie[l,nl, (x,e;)=0 Important en pratique!

Deplus: F=(Fh)!t et FeoFl'=E etonditqueF" estle supplémentaire orthogonal de F dans (E,¢.,.))
En particulier, si dimE < +oo,0n a: dim(F1) = dimE — dimF

o En particulier, si F = H est un hyperplan de I'espace euclidien E alors dim H* = 1. Un vecteur qui engendre H* est appelé vecteur nor-
mal a H et, si on connait H par une équation linéaire non triviale a;x; +---+ a,x, =0 dans une base orthonormée % = (ey,...,en)

de E alors H! = Vect(@) avec @ =a e, +---+aye, vecteur normala H

* Familles orthogonales et indépendance linéaire. Sev orthogonaux éventuellement supplémentaires orthogonaux.

Si E est un R espace vectoriel munit d'un produit scalaire (.,.),

¢ une famille (e;);c1 de vecteurs de E (1 ensemble quelconque) est orthogonale lorsque : V (i, j) € 12, i # j= (ei, ej> =0
Une famille orthogonale est une famille libre de vecteurs de E

* les sev F et G sont orthogonauxsi V(f,8) e Fx G, (f,g)=0.
Si F et G sont orthogonaux alors FN G = {0} (la somme est directe)

F et G sont orthogonaux donc Fe G E

F et G sont des sev supplémentaires orthogonaux < { ECE+G

o F et G sont orthogonaux donc Fn G = {0}
sidimE<+00 1 dimF + dimG = dimE

¢ Base orthonormée et calculs dans une base orthonormée.
 Une base orthonormée de E est une base (e, ..., e;) de E qui est une famille orthonormée cad une famille orthogonale de vecteurs
Osii#j
1sii=j
« Si E est un espace euclidien (cad dimE < +o0) et si (ey, ..., e,) est une base orthonormée de E alors :

n
cad x=) (ejx)e;
i=1

unitaires autrement dit : V (i, j) € [1, n]?, (eiej)= {

- les coordonnées du vecteur x sont ((ei, x) )1 )
<Isn

X1 n
n n
-siX=| : [ety=] : | sontles coordonnées de x et y, alors <x, y> = Z Xiyi = Xy et |x|2= Z x?

i=1 i=1
Xn Yn

-si f € £(E) alors Matg (f) = {ei, f(e))))

1<i,j<n
 Algorithme de Gram-Schmidt

Lalgorithme dit d’orthonormalisation de Gram-Schmidt permet de construire une famille orthonormale a partir d'une famille libre
de vecteurs de E. Il permet donc de justifier I'existence des bases orthonormées dans un espace euclidien.

‘ Enoncé du théoréme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt ‘
Il existe une unique famille orthonormée (g;) ;¢q1,,; construite a partir de la famille libre (e;);eq1,, telle que :
1) Vk € [1, n], Vect(ey,..., &) = Vect(er,...,er) et 2)Vkel[l,nl, (€ er) >0
Remarque : la condition 2 permet d’assurer 'unicité de la famille construite.

‘ Mise en place de I'algorithme sur une famille libre (e;)ic[1,n]

€1
e Etapen®l:e; = —
- lenll
Uz &
e Etapen®2:e, = —— ol up = e2 — (e2,€1) €]
- llze2 |
us 8
e Etapen®3:e3 = m ol ug = e3—(e3,€1)€1 —(e3,€2) €2
us
U k=1
e Etape n°k: Si (gy,...,€x—1) est construit, on construit & = e ou up=er— Z (er,€;) €
Uk i=1

Interprétation en terme de projection orthogonale : F = Vect(ey, ..., ex) est un hyperplan de E = Vect(ey, ..., ek, ex+1)
Si (€3,...,€x) est construit, puisque F = Vect(ey, ..., er) = Vect(ey,...,€x) alors (gg,...,€) est une BON de F.
Puisque F® F' = E, F* est une droite vectorielle de E qui sera dirigée par le vecteur unitaire €. ;.

k
On sait trouver le projeté orthogonal p(ex+1) de er.; sur F al’aide de la base orthonormée : p(ey+1) = Z (€k+1,Ei) Ej
i=1
Puisque ey, n'est pas dans F, le vecteur uy.q = ex+1 — p(ex+1) est dans F : il est donc colinéaire 2 ., ;.
Uk+1 N

gl

Comme ce dernier est unitaire: €p.; = Uk+1 = €k+1 — P(€k+1)



* Projection orthogonale sur un sev de dimension finie dans un espace prehilbertien.

Si F est un sous-espace vectoriel de dimension finie d’'un espace préhilbertien (E,(.,.))ona Fe Fr=E et
le projecteur pg sur F parallélement a2 F est appelé la projection orthogonale sur F.

On dispose de deux méthodes pour calculer un projeté orthogonal :
Méthoden°1 Calcul du projeté orthogonal a I'aide d'une base orthonormée (g;,...,€,) de E

Si (g1,...,€,) estune base orthonormée de F,ona:VxeE, pp(x)= Z (x,€;)€;

Cas particulier ou F = H hyperplan d’'un espace euclidien E  pg(x) = x— pg. (x) o1 pp. (x) est le projeté orthogonale de x sur F+ qu'on

g n n. .
calcule facilement : pp1 (x) =< X, —— > —— ol1 71 est un vecteur non nul de F*

=
Izl =l

Méthode n°2 On utilise la caractérisation du projeté orthogonal : y=pp(x) © y€F et x—yeFt
Si (f1,..., fn) est une base quelconque de F :
n

pr(x) = Z o f; ol on recherche les n scalaires inconnus qj, ..., ®, al'aide d'un systéme linéaire :

i=1
(x—pr(x), 1) =0 (pr(0), fi) =(x fr) o (fi, fi) +oa(fo, i)+ +an(fu, i) =(x fi)
(x—pr(x), f2)=0 (Pr(0), f2) = (%, f2) o1 {fi, f2) + @ fo, fo) + -+ @ ([, f2) = (%, f2)

R =
(x=pr(x), fn) =0 (PE(x), fn) = (X, fn) o1 (fi, fu) + 02 (fo, fu) + -+ 0n ([, ) = (%, f2) = (%, [n)
e Distance a un sous-espace vectoriel de dimension finie dans un espace prehilbertien.
Si F est un sous-espace vectoriel de dimension finie d'un espace préhilbertien (E, () ),

Pour tout x € E, d(x,F) = inf { ||x — y” | yeF } La projection orthogonale pr(x) sur F est 'unique vecteur de F qui minimise la

distance de x 2 un vecteur de F autrement dit: d(x,F) = ||x— pe0)| = /|| x|* = | pr0)||?

Développement en séries entiéres usuels ‘
Les éleves peuvent utiliser directement, sans démonstration, les DSE suivant toutefois ils doivent pouvoir les démontrer en partant des
développements de la série géométrique ou de I'’exponentielle.

’ Formule du bin6me généralisée avec un exposant a € R ‘

o | (14 x)° _1+Z(x((x b.. ((x_n+1)x” (=1+(xx+(x((xz_l)x2+a(a_g)’(a_z)x3+...) pour [x|<1(R=1)

=1 n!

/ _
On obtient ce DSE en utilisant que [ f:x— Q0+ x)"‘] est l'unique solution sur | — 1, 1[ du probleme de Cauchy { i}/(o_) (iyl

Eneffet: f est Cl sur]—1,+oco[doncsur]—1,1[et: f/'(x)=a(x+1)* ! dot (1+x)f'(x) =af(x) deplus f(0)=(1+0)*=1%=1
+00

On cherche une solution DSE de y’ = ay sous la forme  y(x) = Z anx" avecun rayon de convergence R > 0

Par dérivation terme a terme : y'(x) = Z na,x" !

+00 +00 +00 +00 +00
> nanx”_l) = a(z anx”) < Y nax" '+ Y napx™ =Y (aap)x"
n=0 n=1 n=1 n=

n=1

Sur]-R,R[: (1+x)y(x)=ay(x) < (1+x)

On pose k = n— 1 dans la premiere somme, k = n dans les deux autres
+00

+00 +00
& Y (k+Dagax+ Y kapx® =Y (aap)x"
k=0 =10 k=0
On regroupe toutes les sommes qui CVA

=3 Z ((k+ Dagy + kak)x = Z (aak)x
k=0
Par unicité du développement en série entlere
-k

k 1
La suite (a;,) est totalement déterminé puisqu’on connait gy = y(0) = 1 puis on calcule a,, ap, ... avec la relation de récurrence.

On peut vérifier que le rayon de convergence vérifie R > 0 avec la regle de d’Alembert :

|Uns1l _|@nax™ | Joa—nl n
= [X] ~n— 400 —1X] = |X] —— | x|
17 anx" n+1 n n—+oo

Si|x|<1,ilyaCVAdoncR=1.Si|x|>1, 11yaDVGdoncR<1 Ainsi:R=1>0

On peut expliciter le coefficient a,, en itérant la relation de récurrence pourn>1:
a—(n-1) a—-(n-1) oa-(n-2) a—(n-1 oa-(n-2) (x—0) aa—1)...(a-n+1)
n= " Qn-1= X n-2 = X XEE X ap =
n n n-1 n n-1 1 -~ n!
=1l
en inversant l'ordre des termes du produit au numémteurs etcarn(n—1)x---x1=n!

1 -n+1
Par unicité de la solution d'un produit de Cauchy: Vx €] -1,1], f(x) = Z ax"e (1+x%=1+ Z - o@D E(x ntl) x"
n 1 n'

S VkeN, (k+1)ag 1 +kay=aar < VkeN, aiy = ay

Si U, = apx™ # 0 pour x # 0 alors




Famille de la série géométrique

1 +00 . 2
. =Zz (=l+z+z +) pour |z|<1(R=1)
-z n=0
too o 2 3 o
e InA+n=Y D" (=x-Z+T-+..) pourlxl<l®R=1
n=0
+00 1 oo
Avecx=-tdans —— = ) x" etvuque |- <1< |t| <1, on obtient: =) (-D"¢" pour|r| <1
1-x ;= 1+ ;=

+00 t"+1 +00 5 tk
Enintégrant terme a terme: In(1+#)—In(1+0)= ) (-1)" 1 Y (-1 =t + pour |tl<1 enposantk=n+1
n=0 k=1

+00 2n+1 PRI
e | Arctan(x) = " (:x——+———+...) our|x|]<1R=1
();0()2%1 Tt s pour x| <1 (R=1)
+00 1 +00
Avec x=—r*dans —— = )_ x"etvuque |- | <1< <1< || <1, onobtient: —= Y (-1)"#*" pour || < 1
I-x n=0 +1 n=0
+00 t2n+1
En intégrant terme a terme: Arctan(¢) —Arctan(0) = Z D" pour |f| <1
=0 2n+1
’ Famille de la série exponentielle ‘
+0o Zn ZZ Z3
o lef=) — (z 1+z+—+—...) pour z€ C (R = +00)
=0 1! 2 3!
+o0 21 2 4
e | ch(x)= (:1+—+—...) ourxeRR=+
0 ,;0 @n)! 2 ") P (R=+oo)
1 1 +ooxn +00 _1 nxn +ool+ _lnxn
Pour tout x réel : ch(x) = - (e* +e7¥) = —( Ty G DY toutes les séries CVA
2 2\;on! = n! =0 2 n!
1+(=D" 0 si n est impair du type n =2k + 1 ey .
oz " 2 ] lsinest pair du type n =2k SaNgE EakyS ,;) 2k)! pour tout x réel
+oo  y2n+1 PRI
. sh(x):Z— (: —+—) pour x € R (R = +00)
= 2n+1)! 31 5
1 1 +oox}’l +00 _1 nxn +ool_ _1 nxn
Pour tout x réel : sh(x) = > (e* e ™) = —( Ty ) I EDTY o toutes les séries CVA
2 2\;zon! ;= n! =0 2 n!
1-(-D" 0 si n est pair du type n = 2k g gl .,
oz "2 | 1sinestimpairdutype n=2k+ tongs  dale) = ,é,m pour tout x réel
+00 2N 2 it
e | cos(x) = -n" (: ——+—...) ourxeRR=+
(x) nz::o( ) e > p ( 00)
1 ) ) 1 +00 xn +00 _1 ninxn +o0 1+ _1 n xn
Pour tout x réel : cos(x) = —(e’x + ef”c) =3 ( "+ ) G i 2 1D in X car toutes les séries CVA
2\;= n' ;= n! = 2 n!
1+ (=1)" 2 2 i =2k+1 +00 2k +00 x2k
# = 0 S% nest 1mpa1r i i = 2 donc: cos(x) = Z — = (—l)k pour x réel
2 1 si n est pair du type n =2k = - 2k oo (2k)!
T =()k=(-1k
+00 2n+1 JE—
e |sin(x) = Z(—l)”—(: 1——+—...) pour x € R (R = +00)
= @n+1)! 2 4l
1 ) ) 1 +00 xn +00 _1 ninxn +ool_ _1 n xn
Pour x réel: sin(x) = —,(e’x—ef’x) =— (Z it Z (St M = Z 1-CD7 x i" 12— carles séries CVA
2i 2i\;=y n! /o n! =0 2 n!
1-(-D" 0 si n est pair du type n =2k _ ™ e R )
2 ~ | 1sinestimpairdutype n=2k+1 et: sin(x) = kz: - Qk+1)! Z =3 pour x réel

:Oz(iz)k:(—l)k n=0 Qk+1)!



