’ Questions de cours possibles sur les semaines n° 17 et 18

1. | Bilan d’algebre linéaire en PT ‘

o Famille libre. Famille de polyndmes non nuls de degrés distincts. Famille génératrice. Bases.

* Si(xi);eq,n) est une famille finie de vecteurs d'un Kev E, on dit que c’est une famille libre si toute combinaison linéaire
de cette famille qui est nulle est forcément triviale
n
autrement dit que : V(ax) kejo, nj € K", Z X =0g=>qp=0a1=--=0a,=0
k=0
* Pour n € N*, on dit qu'une famille (Py) xeq1,,; de polyndmes non nuls en degré 2 a 2 distincts est libre.

* Une famille (x;);eq1,,) €st génératrice d'un Kev E lorsque tout vecteur de E est une combinaison linéaire de cette famille

n
autrement ditque: Vx€E,3(ag)kefo,ng €K”, x = Z arXr etonnote E =Vect(xy,...,x,)
k=0

* Une base de E est une famille libre et génératrice de E : un vecteur de E s’écrit alors de maniére unique comme une
combinaison linéaire des vecteurs de la base et la famille des scalaires définissent les coordonnées du vecteur.
X1

n
Si% = (ey,...,e,) basede E alors: Vx € E,3!(x;)1<i<n € K", x = Z x;ejavecX = : | colonne des coordonnées de x.
i=1
Xn

Toutes les bases ont le méme nombre de vecteurs qu’on appelle la dimension de E.
Si on connait la dimension et une base %, de E , on peut caractériser les bases de plusieurs facons :

2 est libre { 2B est génératrice

Card(%) = dimE Card(®) = dimg 96t (%) #0

% est une base de E & {

¢ Connaissance sur les sommes (éventuellement directe) de sous-espace vectoriels. Cas particulier des sev supplémentaires.

p
*SiEj,Ey,...,EpsontdessevdunKevE, Y E;j={xj+:-+x,|Vie[l,pl,x;€E;} estunsevdeE
i=1

p
On obtient une famille génératrice de Z E; en réunissant des familles génératrices de chacun des E;
i=1 p
autrement dit Z E; = Vect
i=1

p
U ff,-) si Vi€ [1,pl, E; = Vect(%))
i=1

p p
 On dit que la somme est directe et on note @E i si et seulement si la seule décomposition de Og dans Z E;
i=1 i=1
est la décomposition triviale : V(xy,...,xp) €E; x -+ xEp, X1+ + X, =0g = X1 =X =--- = X, = O
p
On obtient une base de @Ei en réunissant des bases de chacun des E; autrement dit,
i=1

14 p p 14
si 98; base de E;, alors U 9B; est une base de @Ei (dite base adaptée a la somme directe) et : dim@Ei = Z dimE;
= i=1 i=1 =1

F =
e Deux sev F et G sont supplémentaires dans E lorsque F & G = E cad NG = 0g}
F+G=E
Si dimE < +o0, on a plus simplement : Fe G=E & FNG = {0} FrG=h
1ol 00, plus simp : - dimF+dimG = dimE dimF+dimG = dimE

o Etant donné un endomorphisme u d’un K espace vectoriel E et F un sev de E, définir :
1) F est un sev stable par 'endomorphisme © 2) F est stable par combinaison linéaire 3) u est linéaire
1) signifie : u(F) cF soit Vx € Eu(x) € F
2) signifie: V(x, y) € F2 Vaelk, ax+ yeF
3) signifie : V(x, y) € F2, Ya € K, u(ax+ y) = au(x) + u(y)

» Connaissances sur les hyperplans
Un hyperplan H est un sev de E admettant une droite vectorielle pour supplémentaires : E = H& Vect(a) ou a € E-H
SidimE < +o0o: H estun hyperplan & dim(H) =dimE—-1 & H={xje; +---+ xpe, | a1 x; +:-- + apx, =0}
ou%=(e,...,e,) estune base de E et (ay, ..., ay) € K" distinct de O
Ainsi, en dim < +00, un hyperplan est caractérisé par une équation linéaire a; x; + - - + a, X, = 0 non triviale
(dite équation de I'hyperplan H et toutes les autres équations sont proportionnelles)



+ Connaissances sur le déterminant
Pour A =e M;,(K) det(A) se calcule de maniere itérative par développement selon une ligne ou une colonne

n . . n . .
det(A) = (=1)'t/ aiinj = Z (=)'’ al-inj ol A;j estle déterminant obtenu en supprimant la ligne i et la colonne j de det(A)
j=1 i=1
-> On sait que : d =ad—bc etque, siA est triangulaire alors, det(A) est le produit des coefficients diagonaux.

Géométriquement :
-Dans R?, det(w, 7) = | 7| 7|l sin(Z, V) correspond a l'aire (algébrique) du parallélogramme construit sur Uetv.
On sait que : 7 et U sont colinéaires < det(u, V) =0
-DansR?, det(@, 7, w) = (LA V). W correspond au volume (algébrique) du parallélépipede construit sur U, Vetw.
On sait que : i, U et w sont coplanaires < (U, U, W) est liée < det(u, V,w) =0
->On sait aussi que : det(AB) = det(A)det(B), det(AT) =det(A) etque: P estinversible < det(P)#0
->SiCy,...,Cp (resp Ly,...,L;) sont les colonnes (resp les lignes) de A alors
- detA est nulle si la famille des colonnes (resp des lignes) est liées (donc aussi dans le cas de 2 colonnes/lignes proportionnelles)
- on ne change pas le déterminant si on lui applique une opération C; — C; +AC; ot i # j (resp. Lj < L; +AC;)
- une opération C; — C; (resp L; — L;) change le déterminant en son opposé
En pratique, on utilise ses opérations pour faire apparaitre un maximum de 0 dans le déterminant avant de développer
selon une ligne/une colonne

e Connaissances sur la trace
e Pour A € M, (K), tr(A) est la somme des coefficients diagonaux de A. On sait que :
-> la trace est linéaire
->Pour (A,B) e M, (R)?, tr(AT)=tr(A) et tr(AB)= tr(BA)
-> Deux matrices semblables ont la méme trace
¢ Si f € Z(E) ouE est un Kev de dimension finie, tr(f) = tr(A) ou A est la matrice de f dans une base de E.

o Définitions : éléments propres d'un endomorphisme/une matrice.

* A € K une valeur propre de 'endomorphisme f dulkevE < 3x€E, x #0 et f(x) = Ax
< Ex(f) =Ker (f — Aid) # {0}
© endim<+oo Aestracinede xr(x)=det(xid - f)
Ex(f) =Ker (f — Aid) estle sev propre de f associé a A : il contient les vecteurs propres associés a A et O.
L'ensemble des valeurs propres de [ (cad les racines du polynomes caractéristiques x 7) est le spectre de f (noté Sp(f))
* Les éléments propres d'une matrice A de M, (K) sont ceux de I’endomorphisme canoniquement associé a A.
A € K une valeur propre de A€ M, (K) & 3X e M, ; (K) = K", X #0 et AX = AX
< Ker (A—AIL,) #{0} (c’estle sev propre E) (A) de A)
< A estracine de xa(x) = det(xid —A) (Sp(A) est’ensemble des valeurs propres)

» Connaissances sur le polynéme caractéristique.

Si f e Z(E) ouE est un Kev de dimension finie z et A la matrice de f dans une base quelconque,
Xr(x) = xa(x) = det(xl, — A)
-> X f(x) = xa(x) estun polyndéme de K[X] unitaire et de degré n
-> Le coefficient constant (—1)"det f = (—1)" detA
->les racines de x £(x) = xa(x) sont les valeurs propres de f (resp de A) et on définit la multiplicité d'une valeur propre
comme sa multiplicité en tant que racine de x r = xa.

» Trace et déterminant calculés avec les valeurs propres.
SiAy,..., A, sontles valeurs propres complexes de A (non nécessairement distinctes) alors le polynome caractéristique de
A estscindée dans C[X]: xa(x) =(x—Ap)...(x—A,)=x" - tr(A)x" 1 +...+ (=1)"det(A) de sorte que:
tr(A) =A;+---+ Ay, et det(A) = A1 x Ay x---x Ay
« Connaissance sur matrice semblable.
Deux matrices A et B de M, () sont semblables lorsqu'il existe P € GL,, (K) avec P~'AP = B.
Caractérisation : Des matrices semblables représentent le méme endomorphisme dans des bases distinctes.
A=Matg(f), B=Matg(f) et P=Pgygyp =Matg(PB') oufec L") etB, A deuxbasesdeK”
Les matrices ont alors méme trace, méme déterminant, méme polyndme caractéristique et des espaces propres de méme
dimension. Pour montrer que 2 matrices sont semblables, on peut montrer qu’elles ont la méme réduite.



¢ Lien entre la multiplicité et la dimension d’un espace propre.

Si f e Z(E) ouE est un Kev de dimension finie z et A la matrice de f dans une base quelconque,
VA €Sp(A) =Sp(f), 1<dimE,(f)=dimE)(A) < m(})
avec m(A) la multiplicité de A en tant que racine de x r = Xa,
Ex(f) =Ker (f—Aid) et E)(A)=Ker (A-Al,) sev propre respectivement de f et de A,
(Attention! Ej (A) #Ej(f) sauf si E = K" et 28 base canonique de K”. Par contre, ils ont tjs la méme dimension)

En particulier, un espace propre associé a une valeur propre simple est toujours de dimension 1.

o Définition de matrice/endomorphisme diagonalisable et trigonalisable.

» Une matrice A de M, (K) est diagonalisable si elle est semblable a une matrice diagonale D.
Un endomorphisme f de E (dimE = n < +o0) est diagonalisable si sa matrice dans une base quelconque est diagonalisable.
Cela revient a déterminer une base %’ de E ol1 la matrice de f est diagonale (%’ est une base de diagonalisation)
Si A =Matg(f), on a alors P lAP=D ouP= Pa g = Matg (%4') et D = Matg (f)
La diagonale de D contient les valeurs propres de f (resp de A) comptées avec multiplicité.
Les colonnes de la matrice P sont les vecteurs propres de A associés a ces valeurs propres.
Attention! Pas d’'unicité ni de D ('ordre des vp est qcq sur la diagonale) ni de P (choix multiple pour les vecteurs propres).

» Une matrice A de M, (K) est trigonalisable si elle est semblable a une matrice triangulaire supérieure. Un endomoz-
phisme f de E (dimE = n < +00) est trigonalisable si sa matrice dans une base quelconque est trigonalisable.

¢ CS et CNS de diagonalisation d’'une matrice A € M, (K).

On note x4 le polynéme caractéristique de la matrice A € M, (K) et m(A) la multiplicité de A € Sp(A)
» (condition suffisante) Si xa est scindé a racines simples dans [K[X] alors A est diagonalisable dans M, (K)

Xa est scindé dans K [X]
 (CNS) A est diagonalisable sur M, (K) < E)x(A) =Ker (A—AI,)
m(A)multiplicité de A comme racine de x
OU BIEN : A est diagonalisable sur M, (K) < @ E)(A) = K" ou E) (A) = Ker (A—AlL,)
AeSp(A)

VA € Sp(A), dimE,) (A) = m(A) ou {

¢ (NS de trigonalisation. Lien entre trace/déterminant et valeurs propres.

Si f € Z(E) ou E est un [Kev de dimension finie 7 et A la matrice de f dans une base quelconque,
f (resp. A) est trigonalisable < x r (resp. xa) est scindé dans K [X]

n
Si: xr=xa= 1_[ (X—Ag) ot A1, Az,..., A, sont les n valeurs propres (non nécessairement distinctes)
k=1

n n

alorsona: tr(f)=tr(A)=) A; et det(f)=det(Ad)=[]A;
i=1 i=1

» Connaissances sur les projecteurs et les symétries

SiE,FetGsontdeslK evavec E=F@& Galors: VxeE,I(xg,xg) €EFxG, x=xp+ xg

» La projecteur sur F parallelement a G est défini par : p(x) = xg.

Ona: peX(E), F=Imp=Ker(p—-id) et G=Kerp.

Caractérisation : p est un projecteur © pe Z(E)etpop=p etonaalors E=Ker peIm p=Ker peKer (p—id)
Un projecteur est diagonalisable avec Sp(p) = {0, 1} et X, (x) = (x - 1)"x"~" avec n = dimE, r =rg(p) = tr(p).

 La symétrie par rapport a F parallelement a G est défini par : s(x) = xp — xg.
Ona: se€eZ(E), F=Ker(s—id) et G=Ker(s+id).
Caractérisation : s est une symétrie & s€ £(E) et sos=id etonaalors: E=Ker (s—id)®Ker (s—id)
Une symétrie est diagonalisable avec Sp(p) = {—1,1} et xs(x) = (x — 1)9(x + 1)"~7 avec n = dimE, tr(s) = 2g — n (puisque
tr(s)=1+---+1+-1-1---—1).
—_— —

q fois n— q fois



2. ’ Fonctions de plusieurs variables ‘ Les théoremes usuels sur les opérations s’appliquent aux fonctions de plusieurs variables.

o Dérivées partielles d’ordre 1 d’'une fonction [f : % < R?> — R] en (a, b) € % ou1 % ouvert de R?. Classe C! de f sur %.

0 + h,b) — ,b) . 0
o —f(a, b) existe lorsque £ = lim e It T existe dans R et alors —f(a, b)=1¢
0x h—0 h 0x
0 b+ h) — ,b) . 0
C —f(a, b) existe lorsque £ = lim fa )= (@b existe dans R et alors —f(a, b)=1¢
oy h—0 h oy
1 ., of of . . .
* festde classe C* sur % lorsque f admet des dérivées P et 3 qui sont continues en tout point de %.
X y

« Formule de Taylor-Young & I'ordre 1 pour une fonction [f : % < R? — R] en (a, b) € % ot % ouvert de R?

Si f est de classe C! sur % alors =o(lln 1)
0 0 —
fla+h,b+k) = f(a,b)+ h—f(a,b) + k—f(a, b)+ V h?>+k?e(h,k) ou lim ¢€(h,k)=0
0x oy (h,k)—(0,0)

* Dérivées partielles d'une fonction composée [ g: ()~ flux,y),vix, y))]

Etant donné des ouverts % et %' de R?
[u:(x,y)— ulx,y)] et|v:(x,y) — v(x,y)] dans C}(%;R)

Si{ [f:wv)— fu,v)]eC @ R) alors [g: x,y) — f(ux,y), v(x,y))] eCl(%,R)et:
Y(x,y) €%, (ulx,y),vix,y) e

0g of ou of ov
v ’ ’ P 2) = = ) » » PRS2 = ’ ’ » P42
xyew, Z-(xy) au(u(x ¥),v(x, y) x PSR av(u(x V), v(x, y) x PG
98 (.10 = L (i, 1), w06, ) x 220+ XL (1, ), w6, ) % L, 9)
ay yy _au ’y’ )y ay ’y 61} )y’ )y ay ry
L : ) f U R — N 2 2
* Dérivées partielles d’ordre 2 de en (a, b) € % ou % ouvert de R“. Classe C* sur %.
(x1,X2) —  f(x1,%2)
0? 0 (0
e Pour (i, j) €{1,2}, f (a, b) existe lorsque — (—f) (a, b) existe.
axiaxj axi axj
0 0
Par exemple, pour{ ; 9 , cela signifie: }11151) X2 - X2 existe dans R.Rem Sii = j, a—x?(a, b) = xo%, (a, b)
0? 0° 02 0°
o f estde classe C? sur % lorsque les dérivées partielles —f f —f et —f existent et sont continues sur %

ax% ’ axlaxg’ 6x26x1 6x§

¢ Théoreme de Schwarz

02 02
! (x,3) = /

0x0y 0y0x

Si[f:% — R? — R] est de classe C? sur % alors Y (x, y) € , (x,7)



