’ Questions de cours possibles sur la semaine n° 13 et 14

1. | Bilan sur les courbes planes ‘

« Equations cartésiennes réduites et représentation paramétrique d’'une conique

Dans un repere (O; 7, ) orthonormée, on repére une conique
— du genre ellipse par une équation: — + y—z =1 oupar une représentation : { A = vt teR
a>  b? y(t) =bsint ’
Le centre est O et les axes de symétries sont O +Vect(7) et O+ Vect(7). Les sommets sont A(a,0), A’(—a,0), B(0, b)

et B'(0,—b) ou les tangentes y sont perpendiculaires aux axes de symeétries.
2 2

du genre hyperbole par une équation: — —>= =1 ou par une représentation : ) S =i
g yp p q . az b2 - p p 0 y(t) — bSht )

Le centre est O, les axes de symétries sont O+Vect(7) et O+Vect(7) mais I’axe focal est O+Vect(7) qui contient les

5)

eR

sommets A(a,0) et A(—a,0) ou la tangente est perpendiculaire a I'axe. Les asymptotes les droites O + Vect

2 2

X
Une équation —— + % =1 a pour axe focal O + Vect(?) et pour sommet B(0, b) et B' (0, —b)
a
2
==L
— du genre parabole par une équation: y®>=2px ou par une représentation : { xEt; il’ JELER
y =]

Le sommet est O, 'axe de symétrie est O + Vect(7) et la parabole est dans le demi-plan o1 x 4 le signe de p.
Une équation x> = 2py donnera une parabole d’axe O + Vect(])
« Connaissances sur les branches infinies
Une courbe I' paramétrée par [f : [c R — R?] décrite par le point courant M(¢) avec OM—(I)) = f(t) présente une
branche infinie en f si }1_1% Il f(£)ll = +c0 (autrement dit le point M(¢) part a I'infini lorsque ¢ tend vers t;)

— sil'une seulement des coordonnées par a l'infinie, il s’agit d'une asymptote

. .| x()—a . .| x(#) = oo
verticale si ou horizontale si
y(t) — +o0 y()—a
. . TP 1 s (1)
— siles deux coordonnées partent a I'infinie, on étudie }m[l % =m
—l X

— si m =0, il s’agit d’'une branche parabolique dans la direction O + Vect(7)
— si m = +o0, il s’agit d'une branche parabolique dans la direction O + Vect(7)
— si meR*, on étudie }g% (y()—mx(0)=p
* Si p = oo, il s’agit d'une branche parabolique dans la direction de la droite A: y = mx
* si p € R, il s’agit d'une asymptote oblique d’équation A: y=mx+ p
Le signe de y(t) — (mx(t) + p) précise la position de I par rapport a son asymptote A
« Connaissances sur les tangentes a une courbe plane (2 cas possible selon que la courbe est donnée par une représen-
tation cartésienne ou par une représentation paramétrique)
SiT est une courbe située dans le plan munit d’un repére (O; 7, ) orthonormée et My un point de T

« Si I est donnée par une représentation paramétrique, on note
[f:IcR— R?] 1a fonction vectorielle associée, M(t) avec f= OT(I)> le point de parametre ¢ et ty € I avec My = M(#p)
On suppose f de classe C¥ avec k € NU {+oo} suffisamment grand. Alors :
— latangente 9y a I au point M(#) est la position limite des cordes (M(#)M(#)) lorsque ¢ tend vers £
— onaJy =M(tp) +Vect( i (to)) ot1 fP)(t) estla premiere dérivée non nulle dans la suites des dérivées successives
de p. Si p =1, le point My est régulier. Si p > 1, le point My est stationnaire.
— Lorsque le point My est stationnaire, on détermine (avec un DL de f en f) la dérivée 9 (1) suivante avec g > p
non colinéaires a ) (f) et, selon la parité de p et g, on précise I'allure du point : ordinaire, inflexion, rebrousse-
ment de premiére ou de seconde espece.

¢ SiT est donnée par une représentation cartésienne f(x,y) =0 avec f de classe C! et Mg (xo, yo)

0
- . é (x,y)
Le point My est régulier lorsque gradf(Mg) #0 ou gradf(M)= of dirige la normale a I
o] (x,)

autrement dit on obtient une équation cartésienne de la tangente 9y a My en I' avec

- s> 0 0
M(x,y) € 9p © MoM.grad f(My) =0 é(xo, Yo) (x — xp) + a—];(xo,yo)(y -Y0)=0



¢ Méthode pour déterminer I'enveloppe d'une famille de droites (2¢) re1

On part d'une représentation paramétrique des droites 9, : 9, = A(t) +Vect(ﬁ(t)) avec A et U de classe C!
Lenveloppe & des droites (2;) est la courbe réguliere décrite par le point C(z) telle que
la droite 9; est la tangente a la courbe & en C(¢)

e C(1) €92, donc: OC(t) = OA(t) + A(H) U () ol1 [\ : Ic R — R] est de classe C!

doc(t)  _, .. ) docC(t) _, N .
o et u (t) sont colinéaires soit : det (T, u (t)) =0< ... A(?) = ... (arefaire au cas par cas)

La fonction vectorielle f = [ — (T(t)) ] donnera un paramétrage régulier de ’enveloppe &

« Connaissance sur le repere de Frénet, la courbure, le rayon et le centre de courbure
Soit une courbe I paramétrée par la fonction vectorielle [f : Ic R — R?] de classe C! et M(¢) le point courant de T
(donc f(1) = OM(1))

dOM(1)
dt

— la courbe est réguliere si s'(¢) = || f/(1) = # 0 sur I (s est une abscisse curviligne) :

5]
s(t) = f IIf'(t) ldz estla longueur de la portion d’arc pour ¢ € [y, #1]
Ip

— lerepére de Frénet en M(#) est alors le repere (M(t), T: N)) ol

! —
LW g
I ()l XT
1 t dT l‘ﬁtﬁ t colinéai 1l bure le réel y tel T _ '}
— les vecteurs — = — € Sont colineailres : on a elle courbure le ree e ue . — =
ds s§'(¢) dt pb ytelq ds Y

— Pour calculer la courbure :
— soiton trouve unrelevementde T : T =cos(a(f)) 7 +sin(a(?))7 ouaestClcad a(t)=(7,T)
da o/ (1)
Y = — = 7
ds (1)

o . L= [XT
unitaire et directement orthogonal a T =
yr

—

et (Interprétation géométrique : Y > 0 = o croit= T "tourne vers la gauche")

: " o dT o , )
— soit on utilise la formule de Frénet T YN en comparant 'une des coordonnées des vecteurs
S

1
— on dit que la courbe est bi-réguliere lorsque y # 0 et on définit le rayon de courbure par R = — et le centre C de
—> —> —> —> —> Y
courbure par : MC =RN & OC = OM + RN
¢ Définition et caractérisation de la développée d'une courbe plane
Soit une courbe I' paramétrée par la fonction vectorielle [f : I ¢ R — R?] de classe C! et réguliére,
on note (T), ﬁ) la base de Frénet et y la courbure en M = M(¢) ol f(#) = OM(t)
— la développée de T est, par définition, la courbe I'p décrite par les centres de courbures de I':
I'p= {(73) =OM +RN IMe 1"} aussi elle est paramétrée par g(t) = OM(t) + RN
— la développée est aussi I’enveloppe des normales (2;)1 a la courbe I' avec 2, = M(¥) +Vect(ﬁ(t)) ol 77 est un

—>
vecteur colinéaire a N

2. | Nombres complexes (partie 2) (géométrie) ‘

+ Forme algébrique et trigonométrique d'un nombre complexe, module et argument et interprétation géométrique.

La forme algébrique d’'un nombre complexe z est de la forme z = a + ib ol (a, b) € R?

La forme trigonométrique d’'un nombre complexe z est de la forme z = re’® oi1 e/ = cos0 + isin8, r =0 etH e R
Leréel r = Vzz = Va2 + b? = |z| est le module du complexe z et le réel 0 est un argument, défini modulo 2 prés.
Dans un repere orthonormé (O; 7, 7) du plan,

— a
- le complexe z est I'affixe du point M (ou du vecteur OM) de coordonnées (b)

- le module donne la distance OM = |z| et 'argument donne une mesure de I’angle (7, OM) = arg(z) [2m]
« Affixe du vecteur AB, longueur AB et angle (E;, CD) a l'aide des affixes zA, 2B, Z2¢, 2p des points A,B,C et D

<D — ZC
ZB — ZA

A—ﬁapourafﬁxez=zB—zA, AB = |zg — zal, (Aﬁ,aﬁ):arg( )[271]



« Définition avec les nombres complexes des translations, homothéties et rotations.
M’ d’affixe z’ est 'image de M d’affixe z par la translation de vecteurs 7 d’affixe a lorsque
MM =T &z-z=asz=z+a
M’ d’affixe z’ est 'image de M d’affixe z par I'homothétie de centre Q d’affixe w et de rapport k € R lorsque
OM = kOM & 2/ —w = k(z-—w)ezZ=0w+k(z-w)
M’ d’affixe z’ est 'image de M d’affixe z par la rotation de centre Q d’affixe w et d’angle 6 lorsque
{ oM’ = oM ===l Z-w

il /
@M, QM) = 6; (21] arg(z w):e[zn] © Z-o

- =1xel o zZ=0w+e%z-w)
zZ—Ww

¢ Racine n ieme de 'unité
Les racines nieme de I'unité sont les 7 solutions de I'’équation z" =1 : il s’agit des nombres z = e » ou k€ [0,n—1]
2ikn 2in
qu’on rassemble dans 'ensemble U, : U, = {e n | kel0,n— 1]]} = {wk | ke[0,n— 1]]} otw=en
Il s’agit des affixes des n sommets d'un polygdéne régulier a n coté inscrit dans le cercle unité : le premier sommet est

—_— ——> - ——> 2]‘[
en Aq d’affixe zp = 1, le sommet suivant A; est le point du cercle unité tel que (OI, OAl) =(i,0A;) = — (on coupe 27
n

en n parties égales) d'ou1 z; = e » et on avance de sommet en sommet en appliquant une rotation de centre O d’angle
2in

2n . 2in
— au sommet précédent soit zy1 = e » zi
n

3. | Bilan sur les équations différentielles (PTSI/PT) ‘

o Résolution d'une équation différentielle linéaire d’ordre 1 (EDL1) y'+a(x)y=b(x) avecaetb CY sur I'intervalle I

L'ensemble solution est de la forme . = y,, + Vect(h) = {yp +Cxh|Ce [K} ol

— hest une solution de I'équation homogene y' + a(x)y = 0 telle que h(x) = eA¥) avec A une primitive de a sur I.
Remarques : On simplifie au maximum les exponentielles/logarithmes. En cas de présence de valeurs absolues,
on peut éventuellement faire porter le signe sur la constante C si 'expression en valeur absolue garde un signe
constant sur I pour faire "disparaitre" les valeurs absolues.

— ¥p est une solution particuliere qu’on peut obtenir

~ en larecherchant analogue au second membre quitte a utiliser le principe de superposition des solutions

~ en utilisant le principe de variations de la constante : y,(x) = C(x)h(x) ot la fonction inconnue C de classe

C' surIvérifie: C'(x)h(x)+Cx)h (x) +a(x)C(x)h(x) = b(x) & C'(x) = %

On ne remplace h que pour la recherche finale de primitive

=0

Pour une équation a(x)y'+p(x)y=y(x) oncommence par résoudre sur des sous-intervalles oir I'équation est
résolue (cad a(x) # 0) puis on étudie éventuellement le recollement aux zéros de o.
* Théoréeme de Cauchy linéaire et structure des ensembles de solutions pour
y'+a)y +b(t)=c(t) oua,b,c:1cR— K sontC?surlintervalle I
On considere une équation différentielle scalaire linéaire d’ordre 2 a résoudre sur I'intervalle I
(E): y'+at)y'+b(t)y=c(t) oua,b,c:1cR—KsontC?surl'intervalle I

o | Théoreme de Cauchy linéaire| (ADMIS) Pour (fy, o, y1) €I xK x KK,

B): y'+a(t)y +b(t)y=c(t)
le probleme de Cauchy < y (%) = yo posséde une unique solution.
¥'(to) = y1
« Lensemble #; des solutions homogenes i.e. des solutions de 1'équation (H) : y” + a(t)y’ + b(t)y = 0 est un sous-
espace vectoriel de C2(I,K) de dimension 2.
Sy = Vect(hy, hy) dans C3(I,K) o1 i et hy sont deux solutions homogenes non colinéaires

¢ 'ensemble .# des solutions de (E) est
F = {yp +Cih +Cohy | (C1,Cp) € R} = yp + Vect(hy, hy) oil yp est une solution particuliere de (E).
Une solution de (E) est la somme d’'une solution particuliére et d'une solution homogene.
On peut utiliser le principe de superposition des solutions :

. { y1 est solution pour le 2nd membre c;

. alors y = ay; + y» est solution pour le 2nd membre ac; + ¢ (@ € R
V2 est solution pour le 2nd membre ¢, y=oTe P 1t+e )



¢ Résolution d'une équation différentielle linéaire d’ordre 2 scalaire homogeéne
ay" +by'+cy=0avec (a,b,c) e K fixé
Pour déterminer 'ensemble .}, des solutions, on commence par résoudre I'équation caractéristique ar?+br+c =0
— :ily a 3 cas possibles
A > 0 (2 racines réelles distinctes), A = 0 (une racine réelle double) et A < 0 (2 racines complexes conjuguées)
Cas A>0: %, = Vect(fi, f2) = {[t — Ae"! + Be™2!] | (A,)B) € [R?Z} avec fi(x) = e"* oll r; et 1, sont les 2 racines
distinctes.
CasA=0: % = Vect(fi, f2) = {[t — (Ar+B)e’] | (A,B) € IRZ} avec fi(x) = xe'* et fo(x) = e’ ol r est la racine
double.
CasA<0: S =Vect(fi, fo) = {[t-—» et (Acos(w) +Bsin(w)] | (A,B) € RZ}
avec f1(x) = e"*cos(wx) et fo(x) = e"*sin(wx) ol1  + iw sont les racines complexes conjuguées.
= :ily a 2 cas possibles A #0 (2 racines distinctes) et A =0 (une racine double).
Le cas A # 0 se traite comme le cas A > 0 du point précédent avec les constantes (A, B) € C2.
Le cas A = 0 se traite comme le cas A = 0 du point précédent avec les constantes (A, B) € C2.
¢ Résolution d'une équation différentielle linéaire d’ordre 2 scalaires
ay’ +by' +cy=d(x) avec (a,b,c) € K3 fixé et d continue sur I'intervalle I
Lensemble des solutions est . =y, + %, ={y, + h| he S}
ou ¥, est'ensemble des solutions de I'équation homogene et y, est une solution particuliere.
On obtient y, par analogie avec le second membre éventuellement en utilisant le principe de superposition.
On connait 2 regles précisant la forme de y, ou onnote (EC): ar?+br+c=0 Téquation caractéristique.

— |sid(x) =Ce™ ou1 C € R |alors

si m n’est pas racine de (EC) , on recherche y, sous la forme y, (x) = ke™* avec k a déterminer
si m est racine simple de (EC) , onrecherche y, sous la forme y,(x) = kxe™* avec k a déterminer
si m est racine double de (EC) , on recherche y), sous la forme y,(x) = kx?e™* avec k a déterminer

— | sid(x) = Ccos(wx) = %e(Ceiwx) (resp. d(x) = Csin(wx) = %m(Ce“’”‘)) alors

si m = iw n'est pas racine de (EC) , on cherche y, sous la forme

Vp(x) = %e(kei“’x) = acos(wx) +Psin(wx) o1 k € C/ (o, ) € R? sont a déterminer

(resp. yp(x) = %m(kei‘”x = acos(wx) +Psin(wx) ol k € C/(a, ) € R? sont a déterminer )
si m = iw est racine simple de (EC) , on recherche y, sous la forme

Vp(x) = %e(kxei‘*’x) = axcos(wx) +Pxsin(wx) oit k € C / (o, ) € R? sont a déterminer

(resp. yp(x) = %m(kxei“’x) = axcos(wx) + Pxsin(wx) ot k€ C/(a,P) € R? sont a déterminer )
si m = iw est racine double de (EC) , on recherche y, sous la forme

yp(x) = %e(kxzei“’x) = ax? cos(wx) +Px? sin(wx) ol k € C/(a, p) € R? sont a déterminer
(resp. yp(x) = %m(kxzeimx) = ax? cos(wx) + Px?sin(wx) ol k € C/(a, B) € R? sont a déterminer )

o Méthode de Lagrange/d’abaissement de I'ordre pour les équations différentielles linéaires du second ordre.
On considere une équation différentielle scalaire linéaire d’ordre 2 a résoudre sur I'intervalle I
E): y"+a(t)y'+b(t)y=c(t) oua,b,c:1cR— K sontC®surlintervalleI
n sait, bien souvent, obtenir une solution homogene h de (E) a I’aide de techniques usuelles (avec bien souvent une
indication du sujet) en cherchant les solutions sous une forme particuliere (forme exponentielle, polyndémiale ou
développable en série entiere)

Si cette solution h ne s’annule pas sur I alors on peut utiliser la technique de ’abaissement de I'ordre (dite de La-
grange),
on cherche les solutions sous laforme y=hxz avec zsupposée deux fois dérivables sur I
y=hxz (xb(D)
Ona: Yy =hz+hz (xa(t) et on recherche une EDL; vérifiée parY =z’ :
y'=h"z+2hZ + hz" (x1)
Y'+a)y +bt)y=c(t) e h'z+2hZ + hz" + a(t)(Wz+ hz')+ b(t)hz = c(t)
& Sh” +a(th' + b(t)h) z+ hz" + 2h' + a()h)z' = c(1)
=0
< 7' estsolutionde hY'+ (2h'+a(t)h)Y = c(t) (EDL; résolue enY' car h ne s’annule pas)
On détermine enfin z en intégrant z’ qu’on a obtenu comme solution de I'EDL; résolue en Y’




