CHAPITRE VIII FONCTIONS DE DEUX OU TROIS VARIABLES

’ EXEMPLES DU COURS SUR LE CHAPITRE VIII ‘

EXEMPLE N° 1 \ Déterminer et représenter 'ensemble de définition et expliciter les applications partielles

Xy VX+Yy ) 2xy
filx,y) = m folx,y) = xTy 06 =In0-x*-y%)  filx,y) :Arcsm(—x2 +y2)

Un contre-exemple

n’a pas de limite en (0,0) bien que ses applications partielles ont des limites en ¢ = 0.

: *y
fi: g, y)— Y
Enimposant f;(0,0) =0, f; estdonc un exemple d’application ayant des applications partielles continue sur R sans
toutefois que fi ne soit une application C° sur R?. Lapplication f; posséde méme des dérivées partielles définie
sur R? alors gu’elle n’est pas continue sur R2. Cette fonction est de classe C! sur R? — {(0,0)} mais elle n’est pas de
classe C! au voisinage de (0,0).

| SUITE EXEMPLE N° 1| Justifier la continuité des applications de 'exemple 1 sur leurs domaines de définition

] EXEMPLE N° 2 \ Ftudions la continuité des applications suivantes: g(0,0) = (0,0) =0 et, pour (x, y) # (0,0) :

[x| + 1yl 3y
_— t h , = —
X2+ |yl © (x,) X6+ y2

gx,y) =
1. Justifier la continuité de g et i sur R? — {(0,0)}
2. En examinant la limite %iné g(0, 1), conclure sur la continuité de g en (0,0).

3. a. Justifier que les applications partielles de & sont continues en (0,0).

b. Déterminer ltirré h(t,t3). Lafonction h est-elle continue en (0, 0)?

] EXEMPLE N° 3 \ Etudier la continuité de f définie sur R? par 'expression f(x, y) (si elle n’existe pas f(x,y) =0):

X2y (x-D(y+1° v
l)f(x,y)—m 2)f(x,y)—(x_1)2+(y+1)2 3)f(X,y)—\/xz—Ty2

| EXEMPLE N° 4 |

1. Déterminer les applications dérivées partielles de f si f(x, y,z) = xyz?

2. Etudier I'existence de of (0,0) et de of (0,0)
0x oy
3

a) f(x,y) = xszyZ si(x,y)#(0,0)et0Osinon  b)f(x,y) = (x*>+ y)In(x* + y?) si (x, y) # (0,0) et 0 sinon

| EXEMPLE N° 5| Préciser si f est de classe C! sur R? lorsque

x ) . .
1) f(x,y)= szyZ si (x,y) # (0,0) et £(0,0)=0 2) f(x,y) = xyIn(x? + y?) si (x, y) # (0,0) et 0 sinon

Pour 2), on pourra écrire (x, y) = (r cos0, r sin0) et remarquer que (x,y) — (0,0) ©r —0

] EXEMPLE N° 6 \ Justifier que [f : (x, y) — cos(xy)] est de classe C? sur R? et calculer les dérivées partielles seconde.

| EXEMPLE N° 7| On donne la fonction f définie sur R? par:

X
fx,y)=0sixy=0 et f(x,y):szrctanX—yzArctan—si xy#0
X y
1. Montrer que f est admet des dérivées partielles a 'ordre 1 sur R?.

2. Montrer que f n’est pas C? sur R%. On pourra comparer les dérivées croisées en (0,0).

fiR — R
(u,v) — (u,v,ue”)

| EXEMPLE N° 8] On considére

1. Justifier que f est de classe C! sur R? et préciser ces dérivées partielles.

2. Justifier 'existence et déterminer les dérivées partielles secondes.
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] EXEMPLE N° 9 \ Soit une fonction f de classe C! sur R?, justifier que g o1 g(x, ) = f(x?y, x+ xy) est aussi de classe
C! sur R? et calculer ses dérivées partielles a 'aide de celles de f.

| EXEMPLE N° 10 | Un grand classique !

Pour [f C(x, )~ flx, y)] de classe C? sur R?, on pose g(r,0) = f(rcos0; rsin0).
Prouver que g est C? sur R? et calculer les dérivées premiéres et secondes de g a I'aide des dérivées de f

] EXEMPLENC 11 \ Déterminer les fonctions réelles (définies sur R? sauf pour Q9 ot f définie sur Rx]0, +oo[) vérifiant:

Of em=0 2% wn=x 3% =

1y ay(x,y)—O 2) ay(x,y)—x 3) ax(x,y) =2f(x,)
) 2zx+y2
y y 2
4)Vf(x,y):( ) S)Vf(x,y):( ) 6) Vf(x,y,2)=|2xy+z
2xy+1 ¥y )
2yz+x

*f *f *f of
7) axay(x,y)—o S)E(x,y)—xﬂ/ 9)2yaxay(x,y)—a(x,y)

] EXEMPLE N°© 12 \ En utilisant le changement de variable proposé, résoudre sur I'ouvert % 1'équation

of of

1. xa— - ya— =f ot f est C! sur % =]0, +oo[xR en passant en coordonnées polaires
y x
02 1 9% o
2. or_ 197 0 avec f de classe C2 sur = R? enposant{ -+~ Y (& quation des cordes vibrantes)
0%x c? 0%y v=x+cy
02 10 02
3. (B): —f———f—4x2—f =0 avec f de classe C® sur % =R* x Ren posant u=x*—yetv=x>+y

" ox? xox 0?2

] EXERCICE DU COURS SUR LE CHAPITRE VIII \

2

1. Justifier que f est une application continue sur son domaine de définition.

]EXERCICE NO 1 \ On considere I'application f d’expression f(x,y) =

2. Enutilisant les applications partielles de f déterminer 'unique valeur possible de ( l)irr%0 0 f(x,y) enadmettant
xX,y)—(U,
que cette limite existe.
3. On définit £(0,0) = 0. Justifier que f est alors continue sur R

4. Ftudier I'existence des dérivées partielles du premier ordre de f en (0,0).
2_ .2

] EXERCICE N° 2 \ Soit la fonction f définie sur R? par: f(x,y) = xyx

Ty bour (x,y) € % =R?—{(0,0)}

1. Justifier que f admet un prolongement continue sur R? en précisant la valeur de f(0,0) adéquate.

2. Lafonction f ainsi prolongée est-elle de classe C! sur R??

02 f 0 f
0,0) et
ayax( e 0x0y

La fonction f ainsi prolongée est-elle de classe C? sur R??

3. Justifier I'existence et déterminer (0,0).

] EXERCICE N° 3 \ Si [f:R? —R] est de classe C!, calculer les dérivées partielles de g a I'aide de celles de f lorsque
Dg,y) =f3xy) 2 gxy=xfxyx?)  3)gx,y=Ff(foyx)
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