
C
H

A
P

IT
R

E
V

C
O

M
P

L
É

M
E

N
T

S
U

R
L

E
S

C
O

U
R

B
E

S
P

L
A

N
E

S

E
X

E
M

P
L

E
D

U
C

O
U

R
S

S
U

R
L

E
C

H
A

P
IT

R
E

V

E
X

E
M

P
L

E
N

O
1

a
et

b
so

n
td

es
p

ar
am

èt
re

ré
el

s
av

ec
a

b
�=

0

1.
D

o
n

n
er

u
n

p
o

in
te

tu
n

ve
ct

eu
r

d
ir

ec
te

u
r

d
e

la
d

ro
it

e
Δ

:
b

x
+

a
y
−

2a
b
=

0

2.
D

o
n

n
er

le
ce

n
tr

e
et

le
ra

yo
n

d
u

ce
rc

le
C

:
x

2
+

y2
−

2(
a
+

b
)(

x
+

y)
+

8a
b
=

0

3.
D

o
n

n
er

u
n

e
éq

u
at

io
n

ca
rt

és
ie

n
n

e
d

e
la

p
ar

al
lè

le
Δ
� à

Δ
is

su
e

d
e

P
(b

,a
)

en
u

ti
lis

an
t:

a)
u

n
d

ét
er

m
in

an
t

b
)

u
n

p
ro

d
u

it
sc

al
ai

re

4.
O

n
su

p
p

o
se

a
�=

b
et

o
n

p
o

se
c
=

(1
+
δ

)a
+

(1
−
δ

)b
.D

ét
er

m
in

er
δ

p
o

u
r

q
u

e
le

p
o

in
tQ

(c
,c

)
so

it
su

r
le

ce
rc

le
C

.

D
o

n
n

er
u

n
e

éq
u

at
io

n
ca

rt
és

ie
n

n
e

d
e

la
ta

n
ge

n
te

T
à

C
en

Q
sa

n
s

u
ti

lis
er

n
ip

ro
d

u
it

sc
al

ai
re

,n
id

ét
er

m
in

an
t.

E
X

E
M

P
L

E
N

O
2

R
ec

o
n

n
aî

tr
e

et
es

q
u

is
se

r
le

s
co

u
rb

es
d

o
n

n
ée

s
p

ar
la

re
p

ré
se

n
ta

ti
o

n
:

1)
4x

2
+

y2
+

16
x
−

2
y
+

8
=

0
2)

−x
+

2
+

4
y2

=
0

3)
x

2
−

3
y2

+
6x

−
12

y
−

12
=

0
4)

y2
−

2
y
−

4x
2
=

0

5)

�
x

(t
)=

t2

y(
t)
=

t
,t

�
0

6)

�
x

(t
)=

3
ch

t
y(

t)
=

1
−

sh
t

,t
∈R

7)

�
x

(t
)=

2
+

3
si

n
t

y(
t)
=

1
+

co
st

,t
∈� 0;

π 2

�

P
ré

ci
se

r
le

ce
n

tr
e

et
le

s
so

m
m

et
s

év
en

tu
el

s.
D

o
n

n
er

u
n

e
éq

u
at

io
n

ca
rt

és
ie

n
n

e
d

es
as

ym
p

to
te

s
si

c’
es

tu
n

e
h

yp
er

b
o

le
.

E
X

E
M

P
L

E
N

O
3

a
et

b
so

n
td

es
n

o
m

b
re

s
ré

el
s

av
ec

a
b
�=

0
et

a
�=

b
et

o
n

p
o

se
c
=

(1
+
δ

)a
+

(1
−
δ

)b
av

ec
δ
=
±1

1.
R

et
ro

u
ve

r
av

ec
ce

ré
su

lt
at

u
n

e
éq

u
at

io
n

ca
rt

és
ie

n
n

e,
vu

d
an

s
l’e

xe
m

p
le

1,
d

e
la

ta
n

ge
n

te
T

en
Q

(c
,c

)
au

ce
rc

le

C
:

x
2
+

y2
−

2(
a
+

b
)(

x
+

y)
+

8a
b
=

0

2.
D

ét
er

m
in

er
la

ta
n

ge
n

te
au

p
o

in
t

M
0
(5 2

,4
)

d
e

l’h
yp

er
b

o
le

H
d

e
so

m
m

et
A

(−
2,

1)
et

A
� (2

,1
)

q
u

i
ad

m
et

p
o

u
r

as
ym

p
to

te
la

d
ro

it
e
Δ

:
y
=

2x
+

1

a.
en

u
ti

lis
an

tu
n

e
éq

u
at

io
n

ca
rt

és
ie

n
n

e
d

e
H

b
.

en
u

ti
lis

an
tu

n
e

re
p

ré
se

n
ta

ti
o

n
p

ar
am

ét
ri

q
u

e
d

e
H

E
X

E
M

P
L

E
N

O
4

É
ta

n
t

d
o

n
n

ée
u

n
e

d
ro

it
e
Δ

d
u

p
la

n
et

F
u

n
p

o
in

t
q

u
in

’e
st

p
as

su
r
Δ

,o
n

ve
u

t
d

ét
er

m
in

er
l’e

n
ve

lo
p

p
e

E
d

es
m

éd
ia

-
tr

ic
es

d
e

[H
F

]l
o

rs
q

u
e

H
p

ar
co

u
rt

la
d

ro
it

e
Δ

.

O
n

co
n

si
d

èr
e,

p
o

u
r

ce
la

,u
n

re
p

èr
e

o
rt

h
o

n
o

rm
é

� O
;#» ı

,#» 
� o

ù
O

es
tl

e
p

ro
je

té
o

rt
h

o
go

n
al

d
e

F
su

r
Δ

et
#» ı
=

1

�#
  
»

O
F
�#

  
»

O
F

.

1.
Ju

st
ifi

er
q

u
’il

ex
is

te
u

n
ré

el
c

n
o

n
n

u
lfi

xé
av

ec
F

(c
,0

)
et

u
n

ré
el

t
(p

ar
am

èt
re

)
te

lq
u

e
H

(0
,t

)

2.
D

o
n

n
er

u
n

p
o

in
t

A
(t

)
et

u
n

ve
ct

eu
r

d
ir

ec
te

u
r

#» u
(t

)
d

e
la

m
éd

ia
tr

ic
e
Δ

t
d

e
[H

F
],

ex
p

ri
m

é
à

l’a
id

e
d

e
c

et
t.

3.
O

n
ap

p
el

le
M

(t
)=

� x
(t

),
y(

t)
� le

p
o

in
tc

o
u

ra
n

td
e

l’e
n

ve
lo

p
p

e
E

ch
er

ch
ée

si
tu

é
su

r
Δ

t.

a.
Ju

st
ifi

er
q

u
e:

∃λ
(t

)∈
R

,M
(t

)=
A

(t
)+

λ
(t

)#» u
(t

)

b
.

Ju
st

ifi
er

q
u

e:
d

et
� #» u

(t
),

M
� (t

)� =
0

c.
C

al
cu

le
r

al
o

rs
λ

(t
)

p
u

is
ex

p
ri

m
er

x
(t

)
et

y(
t)

.

4.
D

o
n

n
er

u
n

e
éq

u
at

io
n

ca
rt

és
ie

n
n

e
d

e
l’e

n
ve

lo
p

p
e

E
ch

er
ch

ée
et

en
d

éd
u

ir
e

la
n

at
u

re
d

e
ce

tt
e

en
ve

lo
p

p
e.

E
X

E
M

P
L

E
N

O
5

D
o

n
n

er
la

lo
n

gu
eu

r

•
d

’u
n

ce
rc

le
d

e
ra

yo
n

R
?

•
d

e
la

co
u

rb
e

re
p

ré
se

n
ta

ti
ve

d
e

la
fo

n
ct

io
n

ch
p

o
u

r
x
∈[

−1
,1

]?

•
d

’u
n

ar
ch

e
d

e
cy

cl
o

ïd
e

d
e

re
p

ré
se

n
ta

ti
o

n
:�

x
(t

)=
t
−

si
n

t
y(

t)
=

1
−

co
st

?

1/
3

LE
R

O
Y

-
P

T
Pa

u
lC

o
n

st
an

s

C
H

A
P

IT
R

E
V

C
O

M
P

L
É

M
E

N
T

S
U

R
L

E
S

C
O

U
R

B
E

S
P

L
A

N
E

S

E
X

E
M

P
L

E
N

O
6

O
n

ve
u

td
ét

er
m

in
er

,d
e

2
fa

ço
n

s,
la

co
u

rb
u

re
au

x
p

o
in

ts
ré

gu
lie

rs
d

e
la

cy
cl

o
ïd

e
Γ

d
o

n
n

ée
p

ar

f(
t)
=

� x
(t

)

y(
t)

� =
� t

−
si

n
t

1
−

co
st

�

1.
Po

u
rq

u
o

ip
eu

t-
o

n
co

n
ce

n
tr

er
l’é

tu
d

e
d

e
la

cy
cl

o
ïd

e
p

o
u

r
t
∈[

0,
π

]?

2.
O

n
n

o
te

#» T
le

p
re

m
ie

r
ve

ct
eu

r
d

e
Fr

en
et

.

M
o

n
tr

er
q

u
e

#» T
=

  si
n

t 2

co
s

t 2

  a
u

x
p

o
in

ts
ré

gu
lie

rs
p

o
u

r
le

s
p

ar
am

èt
re

s
t
∈[

0,
π

].

3.
D

ét
er

m
in

er
la

co
u

rb
u

re
en

u
ti

lis
an

tl
es

fo
rm

u
le

s
d

e
Fr

en
et

.

4.
D

ét
er

m
in

er
γ

en
u

ti
lis

an
tu

n
re

lè
ve

m
en

td
e

#» T
so

u
s

la
fo

rm
e

#» T
=

� co
sα

(t
)

si
n
α

(t
)�

S
U

IT
E

E
X

E
M

P
L

E
N

O
6

5)
D

éd
u

ir
e

la
d

év
el

o
p

p
ée

Γ
D

d
e

la
cy

cl
o

ïd
e

à
p

ar
ti

r
d

u
ca

lc
u

ld
u

ra
yo

n
d

e
co

u
rb

u
re

vu
au

p
ar

av
an

t.

6)
R

et
ro

u
ve

r
ce

tt
e

d
év

el
o

p
p

ée
p

ar
u

n
e

au
tr

e
m

ét
h

o
d

e.

E
X

E
M

P
L

E
N

O
7

D
ét

er
m

in
er

,d
e

d
eu

x
fa

ço
n

s,
la

d
év

el
o

p
p

ée
d

e
l’a

st
ro

ïd
e
Γ

:�
x

(t
)=

co
s3

t
y(

t)
=

si
n

3
t

,t
∈� 0,

π 2

�

2/
3

LE
R

O
Y

-
P

T
Pa

u
lC

o
n

st
an

s



CHAPITRE V COMPLÉMENT SUR LES COURBES PLANES

EXERCICES SUR LE CHAPITRE V

EXERCICE NO 1 Le plan est rapporté à un repère orthonormé
�
O; #»ı , #»

�
et m est un réel non nul.

On introduit les points A(m,0) et B(3m;0) et le cercle C1 d’équation x2 + y2 −2mx = 0

1. Tangentes à un cercle en un point extérieur

a. Donner le centre et le rayon R1 de C1. Vérifier que B est un point situé à l’extérieur de C1.

b. Δp est la droite de pente p ∈R qui passe par B et Δ∞ la droite verticale qui passe par B.

i. Prouver que B est la projection orthogonale de A sur Δ∞. En déduire que Δ∞ ne rencontre pas C1.

ii. Déterminer le projeté Hp de A sur Δp lorsque p est un réel puis la distance de A à Δp .

iii. Déterminer alors les deux tangentes à C1 issue de B.

2. On considère le cercle C2 de centre B et de rayon 3. Préciser, suivant la valeur de m, l’intersection C1 ∩C2

EXERCICE NO 2 Dans un repère
�
O; #»ı , #»

�
orthonormé du plan, on considère la droite Δ : x = −2 et le point F

de coordonnées (1,0). Déterminer une équation réduite et esquisser la conique C de foyer F, de directrice D et
d’excentricité e = 1

2 . Même question avec e = 2.

EXERCICE NO 3 Déterminer l’enveloppe de la famille de droites (Dt )t∈R où Dt : (t 3 +3t )x −2y − t 3 = 0.

EXERCICE NO 4 Quelle est la longueur de la courbe représentative de la fonction ln pour x ∈ [
�

3,
�

8] ?

Poser u =
�

1+ t 2

EXERCICE NO 5

1. Déterminer une représentation paramétrique de la développée d’une ellipse en utilisant un calcul d’enveloppe.

2. Justifier que cette développée a une représentation paramétrique de la forme

�
X(t )

Y(t )

�
=

�
αcos3 t

kαsin3 t

�
où (α,k) ∈R3

C’est donc l’image d’un astroïde

�
x(t ) = αcos3 t
y(t ) = αsin3 t

par une affinité vectorielle

��
x

y

�
�→

�
x

k y

��

EXERCICE NO 6 On considère la courbe C paramétrée par C : f (t ) =
�

x(t )

y(t )

�
=

�
(1+ t )2e−t

2(1+ t )e−t

�
pour t ∈ [−1,+∞[

1. Construire la courbe C

2. Calculer la longueur � de la courbe
On pourra calculer la longueur pour t ∈ [−1, A] puis faire tendre A vers +∞

3. a. Déterminer le repère de Frenet de cette courbe.

b. Pour t réel, calculer cos(2Arctan t ) et sin(2Arctan t ).

c. Déterminer alors la courbure de cette courbe

4. Déterminer la développée CD de cette courbe en utilisant deux méthodes différentes.

EXERCICE NO 7 On considère la courbe Γ :





x(t ) = t − sh t

ch t
y(t ) = 1

ch t
1. Construire la courbe Γ

2. Montrer que x �(t )2 + y �(t )2 = sh2 t

ch2 t
puis déterminer le repère de Frenet en un point régulier.

3. Déterminer alors le rayon de courbure en un point régulier.

4. Déterminer la développée de Γ à l’aide du rayon de courbure.

5. En remarquant que la normale à Γ en un point régulier est dirigée par #»n (t ) =



1

sh t
1


, déterminer la développée

d’une autre façon en utilisant un calcul d’enveloppe.
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