CHAPITRE XIII INTEGRALES A PARAMETRE

’EXEMPLE DU COURS SUR LE CHAPITRE XIII‘

] EXEMPLE N° 0 \ : Justifier que les applications suivantes sont dérivables et calculer la dérivée lorsque c’est possible
2 —t

F(x)—fxﬂ et F(x)—f+ooe—dt
1 B x Int 2 B X t

| EXEMPLE N° 1] On consideére les intégrales 4 paramétre suivante
X

11_ +00
F(x):f dfoux=0 G(x):f e 't*dt ot x=0 H(a):f
o 1-1 0 0

1
dx oua=0

X+a

+00
etenfin Ly(x) = f e ™@(dt ouxeR pour g est continue sur ]0,+oo[ (Transformée de Laplace de )
0

I. Préciser, dans chaque cas, le parametre d'une part, I'expression et I'intervalle d'intégration d’autre part.
II. Donner le domaine de définition des fonctions F, G, H, L, etL,, ot v(¢) =Int et w(t) = tInt

III. Utilisation du théoreme sur la continuité
1 X

dz

a) Etudier la continuité de F sur [0, +oo[ (on pourra d’abord dominer sur [0,A] avec 0 < A). En déduire li%l+ T
X— 0 -

b) de H sur ]0, +oo[ (on pourra d’abord dominer sur [e,A] avec 0 < € < A)

IV. Utilisation du théoreme sur la dérivabilité
a) Démontrer que H est de classe C! sur [, +oo] pour tout € > et calculer H'(a) sans le symbole intégral.
Déterminer alors I'expression de H(a) + H(%) sans symbole intégral en faisant intervenir la constante H(1).
b) Vérifier que L, est de classe C! sur 10, +oo[ (on pourra dominer sur [a, +oo[ oll a > 0)

1
Montrer que xL/,(x) = T L,(x) pour x>0 puis en déduire L, (x) en fonction de la constante L, (1).
V. Question 4 du sujet Maths C de 2017

a) Soit A un réel strictement positif. Montrer que, pour tout réel strictement positif ¢, et tout réel x de [0,A] :

le it <1+ Me !

b) Montrer que G est continue sur [0, A].
¢) Montrer que G est de classe C*™ sur [0, A].

d) En déduire que la fonction G est de classe C* sur [0, +oo[ et exprimer, pour tout entier naturel n et pour tout
x = 0, G (x) sous forme d’une intégrale.

EXEMPLE N° 2| Etudier la continuité de sur [0, +oof

+00
F:fo xe *tdt
0
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CHAPITRE XIII INTEGRALES A PARAMETRE

| EXERCICES SUR LE CHAPITRE XIII|

+00
] EXERCICE N° 1 \ On considere la fonction f définie par: f(x) :f e't2 ch(xrdt
0

1. Justifier que f est définie pour tout x réel.
2. Ftablir que f est de classe C! sur [-A,A] pour tout réel A > 0.
3. En déduire que f est solution sur R d'une équation différentielle linéaire du premier ordre.
+00 2 \/ﬁ
4. Déterminer enfin f(x) sans le symbole intégrale. On rappelle que f e " dr= >
0

. . teo  sint
EXERCICE N°2\ On définit la fonction f par: f(x) :f e — t
0

1. Prouver que, pour tout ¢ réel, on a: |sin | < |
2. Prouver que f est définie sur [0, +ool.

3. Montrer que xlirp f(x)=0 et, en admettant | f(x) — f(0)| < 2x pour tout réel x =0, HI{)I fx)=f(0)
—+00 xX— +

4. Montrer que f est de classe C! sur ]0, +oo[ et qu’elle est continue sur [0, +oo|
On pourra dominer sur (g, +oo[ poure >0

5. Prouver que: Vx>0, f'(x) =— . Exprimer alors f(x) al’aide des fonctions usuelles.

+x%

. e . *osint
6. Déduire la valeur de I'intégrale de Dirichlet 1= Tdt.
0

+oo gin(xt)
— e ldt
t2

| EXERCICE N° 3| On considére la fonction f définie par: f(x) = f
0

X

. 1
1. Etablir et quantifier I'égalité : f Arctan(2£)dt = xArctan(2x) — 1 In(1 +4x%)

0
2. Prouver que f est de classe C? sur R. On rappelle que VueR, [sinu| < |ul.

3. Préciser " (x) et en déduire I'expression de f al’aide des fonctions usuelles.
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