Le 20/11/2024 Lycée Paul Constans Classe PT

DEVOIR SURVEILLE N° 3 |

Durée 4h - Calculatrice non autorisée - Les trois problemes sont indépendants
Merci d’utiliser des copies différentes pour chacun des problemes

APPLICATION DIRECTE DU COURS |  Durée conseillée : 30 min

) . . . 1 [2n
1. Déterminer la nature de la série E Upoll Up=——
e n

2. Un contre-exemple

n

a. Prouver que la série Z
n=1

converge mais qu’elle ne converge pas absolument.

(_ n
avec elle méme est

b. Démontrer que le terme général du produit de Cauchy de )_

n=1 \/ﬁ
( 1)”%1 . ) idérer que le terme d'indi 0d ZH)" t0
Wy =(— — n pourra consiaerer que le lerme a inaice n = e es
" i1 Vkvn-k =1 Vi

c. Justifier que, pour k€ [1,n—1], Vkv'n - k < n. En déduire Z w, diverge grossiérement.

En déduire un contre-exemple pour I'un des résultats de cours (expliquer)

| PROBLEME N° 1| Un ensemble de matrices - oral maths I1 2023 Durée conseillée : 45 min

1-2a a a
Soit, pour un réel a fixé, A(a)= a 1-2a a € M3(R) etonconsidere «f ={A(a)|acR}
a a 1-2a

o est-il un sevde M3(R) ?
Prouver que & est stable par le produit matriciel.
Déterminer le(s) réel(s) a tel(s) que A(a) ne soit pas inversible.

Déterminer le(s) réel(s) a tel(s) que A(a) soit la matrice d’un projecteur de R3.

A ol o A

On choisit ay # 0 tel que B = A(ayp) soit la matrice d'un projecteur.
Justifierque C=I3—-B estaussilamatrice d'un projecteur. Vérifier que BC = CB =0.
Que vaut B” pour n € N? Que vaut C” pour n € N?

6. Trouver unréel A (Qqu'on exprimera a l’aide de a) tel que A(a) = B—-AC.

7. En déduire [A(a)]" pour tout n € N avec n = 2. La relation trouvée est-elle vraie pour n=0et n=1

PROBLEME N° 2 \ Résolutions d’équations différentielles Durée conseillée : 45 min

1. Un probleme de Cauchy du premier ordre

e s s , . . *Int 1+Inx
a. Pour x >0, établir a I'aide d’'une intégration par parties que f th =1- P
1
I _ =
b. Résoudre alors sur ]0, +oo[ le probléeme de Cauchy { ;C/g/l) _y 0 Inx

2. Résolution d'une équation du second ordre a l'aide d'une solution homogene
On consideére I'équation  (E;): 2y —2y=31> surl=]0,+oo]

a. Déterminer toutes les solutions homogenes de type polynomiale. On pourra utiliser le coefficient dominant

b. En vérifiant que [ — £2] est une solution homogene, donner |'expression des solutions de (E;)
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] PROBLEME N° 3 \ D’apres un sujet Banque PT librement adapté Durée conseillée : 2h

1.

2.

Question préliminaire :

Soit np un entier naturel non nul, et f une fonction a valeurs positives, décroissante sur [r, +o0l.
k+1 k

a. Montrer que, pour tout entier naturel k = ny+1: fde< f(k) < f f(de

k k-1

(on accompagnera la réponse d’'une illustration graphique)
n+1

n n
b. En déduire que, pour tout entier n=ng+1: fde < Z f k) s[ f(nde
no

no+1 k=nop+1
On rappelle que e désigne la base du logarithme népérien (Ine =1).

1
Pour t = e, on considere la fonction f définie par : )= ———
) p F® t(Int)?

a. Apres avoir justifié la dérivabilité de f sur [e, +ool, donner la valeur de f'().
b. En déduire les variations de f sur [e, +00].
c. Déterminer une primitive de f sur [e, +ool.

d. SiS, lasomme partielle d’ordre n de la série Z f(n), trouver des constantes réelles A et B telles que :
n=3

1
—-— <S5, <B—-— ourn=4
In(n+1) " Inn p

e. Déterminer alors la nature de la série Z f(n) et préciser un encadrement de sa somme.
n=3

Pour ¢ = e, on considere désormais la fonction g définie par: g(t) = Py
n

a. Prouver que [t — tIn ] est croissante sur [e, +o0o[. En déduire, la monotonie de g sur [e, +oo[ sans calculer g’ (1)

b. Déterminer une primitive de g sur [e, +oo[

c. Sionnote T, la somme partielle d’ordre n de Z g(n), trouver une constante réelle C telle que :
n=3

T,=2C+In(In(n+1)) pourn=4

d. Démontrer que la série Z (—1)"g(n) est convergente sans étre absolument convergente.
n=3

"]
On considere la suite (H;) ;> définie par: H, = Z — et, pour tout entier n=>1,on pose Yy,=H,—-Inn.

=1 k
a. Montrer que, pour toutentiern=1: In(n+1) <H, <1+Inn. En déduire que (y,),>1 est une suite bornée.
b. En utilisant la question a des préliminaire, montrer que (y,) est une suite monotone.
En déduire que la suite (y,),>1 converge. On notera ¢ sa limite.
1
c. Démontrer que, lorsque n tend vers +oo: Yu+1—Yn ~ ~5
n

Que peut-on en déduire pour la convergence de la série Z (Yn+1—Yn)?
n=1
Montrer que I'on peut ainsi retrouver le résultat de la question précédente.

e

+00 1 n
Montrer que Z(——ln )22—1
n—o\n n-1
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