Nom : Année 2024-2025

Devoir surveillé n° 1 - 2h

Le sujet est a rendre avec la copie!

’ Question de cours ‘

1. Compléter le tableau suivant :

La fonction f d’expression | estdéfinie surl= avec f(I) = [ estdérivable sur] = avec, pour x€J, f/(x) = etona
I

f)=vx I=10,+o0[ FD =10, +ool J =10, +oo[ fl)=—% fo=0

2yx
f(x) = Arccos(x) 1= fn= J= f’(x) = Arccos(0) =
£ =tan() 1=[0,3] o= =1 [l = tan(3) =

1

= I=R = =1 / = 0)=0

fx) fo J [ 1122 [

2. Soit a € R. On considere I'équation différentielle y” +2y'+ay =0 etlasuite (i) ey Vérifiant VneN, uy2 = —2Upi1 — AUy
Donner I'équation caractéristique commune a ces deux problemes est..................

a. Sia=-3,elleapourracine(s).................. (7 ) G
Lexpression de y(x) estalors..................
Lexpression de u, estalors..................

b. Sia=1,elleapourracine(s).................. (67 ) S
Lexpression de y(x) estalors..................
Lexpression de u, estalors..................

c. Sia=5,elleapourracine(s).................. carr2+2r+5= (2 +2r+1)-(2i)% =
Lexpression de y(x) estalors..................
Lexpression de u, estalors..................

P—dq

+
3. Démontrer, a I'aide de 'exponentielle complexe, la relation sinp +sing =2cos [ J sin (%J ol (p, g) sont des réels quelconques

2 0 2 4
On considére la matriceM=( 2 0 2 4
2 0 2 4

1. Ecrire le théoréme du rang pour la matrice M puis déterminer le rang de la matrice M.
2. Déterminer 'image et le noyau de la matrice M sans résoudre de systeme.

3. Retrouver le noyau de M en résolvant cette fois un systeéme linéaire.

3 0 -1
Soit f I'endomorphisme de R, [X] associéa A= % 2 2 =2 dans la base % = (1,X,X?)
3 0 -1
1. Calculer 'image par f du polynéme P = 3X? + 2X + 1. Lapplication f est-elle injective? surjective?
2. Justifier que f est un projecteur de R [X].
3. Préciser une base du noyau de f.
4. Préciser I'image de ce projecteur.
5. Vérifierque Q=1+X+X? et R=X sontdansKer (f —id). En déduire une base de Ker (f — id)
6. Quelle relation existe-t-il entre Im (f) et Ker (f — id) ? Est-ce cohérent avec vos réponses aux questions 4 et 5.
7. Prouver que 8’ = (P.Q,R) est une base de Ry [X] .
8. Sans calcul, donner les coordonnées de f(Q) et f(R) dans la base %’. En déduire la matrice A’ de f dans la base %’
1 -1 0 1
9. Vérifier que la matrice de passage de la base 9’ ala base 2B est N = 3 3 0 -1
-1 2 -1

10. Donner une relation matricielle liant les matrices A et A’ faisant intervenir la matrice N et son inverse.
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