PT 2024-2025 : Correction du DM n° 7

On considere la série entiere Z anx" ol (an) n=o vérifie :
n=0

VneN*, a,i1 = an+ lan_letaozalzl

1. Prouver que: VneN*, 1< a, < n.

On meéne une récurrence double avec I'hypothése HR,, : 1 < a,, < n?

e . 2 .
- Initialisation : 1 < a; < 12 donc HR; vraie a=a; + Iao =3 donc 1 < a, < 22 donc HR;, vraie

- Hérédité : On prouve (HRn_l et HRn) = HRj,;; pour n € N*

Onsait: l<ap1<s(n-17? 1l<a,<n® etap.=an+ an—1 Onveut 1<a,.<(@n+1)>2

+1

x1=21 et apy<n’+ (n—1)>2

2
Prouvonsle: aji1=an+——ap-121+
_ R T _ ol
idée : lorsqu’on veut montrer que a < f, il est plus simple de vérifier p—oa=0
2(n*-2n+1 2n*-2n+1)-2n+D(n+1) -n+1

(=12 —(n+12=n2+ 20 220%D o onen =& =@l

n+1 n+1 n+1 n+1
donconabien: a1 <(n+1)?

or n2+

<0sineN*

- Conclusion: ¥YneN*, 1< a, < n? par récurrence simple sur n

2. En déduire le rayon R de convergence de la série entiére.

On utilise le résultat de cours :
si) anx" et) b,x" de rayon de convergence R, et R, avec a, < b, a partir d'un certain rang alors R, = R;,
Iciiona 1<a,<n? donc:
- le rayon de convergence R de la série }_ a, x" est inférieur a celui de )" x" qui vaut 1 soit: R<1
- le rayon de convergence R de la série ¥ a, x" est supérieur a celui de " n?x" qui vaut aussi 1 soit : R> 1

En définitive, on a donc
3. Montrer que la somme S de cette série vérifie une EDL; sans second membre sur ] - R,R[.
On cherche une EDLI sur S donc une équation entre S(x) et S’(x)
+00 +00 +00
Ona: Vxel-1,1[, S =) anx" et S'(x)=) na,x"'=Y (n+Dayx"
n=0 n=1 n=0
Or, en multipliant par n + 1 dans la relation de récurrence, on a :
VneN*, (m+Dap=m+Da,+2a,-1=>n+Dayx"=m+Dayx"+2a,_1x"

En sommant pour n de 1 (attention, relation valable pour n € N*) a +oo et sous réserve d’existence :

+00o +00o +o00o +o00o +00o +00o
Y (nt+Danix" =Y (n+Dapx"+2 ) an1x"=xY_ na,x" '+ Y apx"+2x Y ap_1x"!
-1 -1 -1 =

n=1 n n n n=1 n=1
—_— —_—— —— —_—
=S'(x)-m =S'(x) =S(x)—ag S(x)

Attention, il faut compenser 'absence des premiers termes dans les sommes!
Lexistence de tous les termes est assuré dans ] — 1, 1[ puisqu’on identifie soit la somme S (x) soit la dérivée terme a terme S’(x) qui sont
des sommes de séries entieres convergentes (méme rayon de convergence R = 1 pour la série entiere et pour la dérivée terme a terme)

Finalement: S’(x)—1=xS'(x)+S(x)—1+2xS(x) soit |S solutionde (1-x)y'=2x+1)yavecS(0)=ap=1

4. Déterminer S.
S est'unique solution d'un probléme de Cauchy du premier ordre.

) N ) . p , 2x+1 . 2x+1 2(x-1)+3 3 ,
Onrésoutsur]—1;1[ou1—x # 0 (équation résolue) : y'— y=0 Ici: a(x)= = =2+ =R2x+3In|lx-1))
1—-x x—1 x—1 X > 1
e* X
Lensemble des solutions de cette EDL1 homogene est Vect(h) avec  h(x) = e_[2x+3ln|x_”) = @ 2% p~In1-0° _ TEEE
—X
nlna=In(a") poura>0 et |[1-x|=1-xsur]-1,1[
C —2X
dou 3JCeR,Vxel-1,1] S(x)=———e 2 mais S(O0)=1oC=-1 dou|Vxe]-1,1[, S(x)= ——
(x-1)3 1-x3
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