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Soit n € N, 'espace R, [X] est muni de son produit scalalre canonique :

(PQ) = Z apby si P= Z axk et Q= Z bixk

k=0 k=0 k=0
et on note |.|| la norme associée. On considere le sous-espace vectoriel H= {P eR,X]PQ) = 0}

1. Rappeler, sans démonstration, les propriétés permettant de vérifier que (.,.) est un produit scalaire.
11 s’agit de vérifier que
o (forme) Y (PQ) € R, [X]2, (PQ) existe et c’est un réel
* (symétrique) ¥ (P,Q) € R,[X]?, (P.Q) = (Q,P)
e (bilinéaire) Pour P € R, [X] fixé, [Q — (P, Q)] et [Q — (Q,P)] sont des applications linéaires sur R, [X]
Lorsque le caractere symétrique a été prouvé, on ne prouve que la linéarité de [Q — (P, Q)] soit :
V(Q1,Q2) €Ry[X], Vo eR, (BaQ; +Q2) = a(B Q1) + (B Q2)
e (positif) Pour P € R, [X], (BP) =0

e (défini) Pour P € R, [X], (BP)=0=P =0
2. Démontrer que dimH =n sans chercher a expliciter une base de H.

Méthode n° 1 : H est caractérisée par une équation linéaire Z ax =0 ou (ap,...,a,) sontles coordonnées dans la base canonique
k=0

de R, [X] aussi H est un hyperplan de R, [X] et donc dimH = dimR,[X]-1=(n+1)—-1=
Méthoden®2: H=Ker ¢ oupe Z(R,[X],R) donné par: ¢ (P) =P(1)
Comme ¢ n’est pas nulle (¢p(1) = 1), son image, incluse dans R et de dimension supérieure a 1 vaut forcément Im m@ =R
Dés lors, par le théoréme du rang, dimH = dimKer ¢ = dimR, [X] —-dimIm m@p=(n+1)-1=n
3. Dans cette question seulement n=3.Onpose P;=X-1, P,=X?-1X-1 et P3=Xx3-1x-1x-1

a. Prouver que (P;,P,,P3) est une base orthogonale de H.

» On vérifie d’abord que c’est une famille de polyndomesde H: Vie[1,3], degP;)<3 et
1 1
P;1)=1-1=0, P2(1)=1—§—§=0 et P3(1)=1—————§=Odonclespolyn6mesP1,P2etP3s0ntdansH

» On vérifie ensuite que c’est une famille orthogonale :

1 1 1 1 1 1
(P1,P2) =0—5+(—1) X=5 =0, (P1,P3) =0+0—§—(—) X3 =0 et (P2,P3) =0—§—g—— =0
o Puisque (P;,P,,P3) est orthogonale, (P;,P»,P3) est une famille libre de R, [X].

e (P1,P5,P3) est une famille libre de H avec Card(P1,P»,P3) =3 = dimH donc c’est une base de H
Finalement, | (P1, P, P3) est une base orthogonale de H

b. En déduire la distance du polynéme constant R =1 a H.

On sait que la distance de 1 a H est d(R,H) = |[R— p(R)|| ot p(R) est la projection orthogonale de R =1 sur H.
On construit facilement une base orthonormée de H en normant les vecteurs de la base orthogonale (Py,P»,P3) :

P P P
(E1,E2,E3) = IIP_III’ m, ||P_3|| est une base orthonormée de H et alors: P(1) = (R,E1)E; + (R, E») Es + (R, E3) E3
1 2 3
1 1
: RP)_  (RP)_ (RP3) 3 3 1v2_1y_1,__Llys 1o 1, 3
soit: P(R) = 1 & —X 1)+ —= (X2 - X—— — (X —2Xc—zX—-3)=—-X°—-X*— X+ -
B N A T R A R A " g( TSR

1 1
Puis: [R-PR)[ = 13X3+ 1X?2 + 1X+ 1] = JVAx1P=| 2 = dRH)

c. Vérifier que N=1+X+X?+X3 est normal a H

Méthode 1 : On vérifie que < N,P; >=0=<N,P, >=<N,P3 > etdonc N € HL or dim(H+) =1 donc N dirige bien la droite vectoriel
H et c’est donc, par définition, un vecteur normal de H
Méthode 2 : On cherche une équation de H dans la base orthonormée (1,X,X?,X3) de R3[X] :
P=ay+aiX+@mX?+asXPcHoe ay+ai+az+as=0o1xap+1xa+1xaz+1xa3=0<N,P>=0
On a bien trouvé une équation de H puisque (ay, a1, a, as) sont les coordonnées de P dans (1,X,X?,X3) et on sait que N = 1 +X +
X? +X3 est un vecteur normal a H

d. Retrouver la distance de R =1 a H en utilisant le polyndéme N

N 1
On peut alors choisir un vecteur N; normal et unitaire de H: Ny = No—_ - _N

INE™ T+1+1+1 2

En notant py. (R) le projeté orthogonal de R sur H, on a:

1
d(RH) = Ipyy R = 1< RNy >Nyl = [ <R Ny > [INy | = [ +0+0+0[ x1= 7
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4. Onrevient dans le cas général ol n est un entier naturel quelconque.

a. Onpose Qp=X¥-1 pour ke [1,n]. Vérifier que (Qk)keq1,n €st une base de H qui n’est pas orthogonale.

Pourke[l,n],Qx(1)=1-1=0=>QreH et deg(Qi)=kdou0<deg(Q;) <deg(Qz) <:--<deg(Qy)
La famille (Qg) ke, est une famille libre (car famille de polynomes non nuls & degrés 2 a 2 distincts) de H

et Card((Qk)kelIl,n]l) =n=dimH dOHC’ (Qg) kef1,n €st une base de H

Comme (Q,Q2) =(X— 1,X2 - 1)=0+0+1#0 ‘ ce n’est pas une base orthogonale

b. Déterminer la projection orthogonale du polyndme constant 1 sur H en utilisant la base précédente mais sans chercher a la

transformer en une base orthonormée.

On ne dispose pas d'une base orthonormée mais d'une base quelconque de H.
On utilise la caractérisation de la projection orthogonale p(R) par: p(R)eH et R-p(R)eH*

n
Méthode n° 1 : On cherche P(R) = Z aka ot (ag, ..., a,) € R avec:
k=0
PR)eH < ag+ a; +-- -+ a, = 0 (évaluation en 1 nulle)
R-P(R) e H & Vke [1,n],(R—P(R),Qp) =0 (—a,X" - —a;X+ (1 —ag), X —1) =0 & —a;— (1—ap) =0 © ar = ap— 1
n n
Alors: Y ar=0<ap+ ) (ap-1)=0s (n+Day-n=0< ag=
k=0 k=1

n+1

n 1
—I)Xk: = (X4 X+ 4X") = p®

n
n+l1

n n
Finalement: p(R) = —— + (
PR) n+1 ,;

n
Méthode n°2 : On cherche P(R) = ) a;Q; oll (g, ..., &) € R"*! puisque P(R) € H = Vect(Qy, ..., Qy) et
i=0

n
R-P(R) € H' & Vke [1,n],(R-P(R),Qx) =0 & Yke [1,n], (R,Qx) = Y (Q1,Qx)
i=1
Or: RQu=1x(-D=-1 et (Q:,Qp) =(-1)(~D)=1sii#ket(QpQu)=(-(-1)+1x1=2

200+ +--toa, =-1 o + (g +op+--+ay)=-1
o +200+-+o,=-1 0 —01 =0 Lp—Lp-I;
Aussi:R—-PR)eHt & { . ol Sap=0y=--=apet(n+o; =-1
a1+ +- -+ 01 +200,=-1 ap—a; =0 L,—L,-L;
Final t: p(R) i( ! )(Xk 1) z ! (X+X*+--+X") = p(R)
inalement : = -— -1)= = =
o =\ n+l n+l n+l i

3 1
Remarque : on retrouve P(R) = - — - (X +X?+X%) dans le cas n = 3...

c. Quel théoreme du cours permettrait d’obtenir une base orthonormée de H?
Décrire la méthode sur les 3 premiéres étapes sans faire les calculs de produits scalaires.

11 suffit d’appliquer‘ l'algorithme de Gram-Schmidt ‘ sur cette base (Qg) keq1,,; de H
On construit les 3 premiers vecteurs de la base orthonormée (g1, ...,€,) de la facon suivante :

Q1 Uy

Q1

oulUz; =Q2—<Q,61>€; €= ouU3z=Q3—<Q3,61 >€1-<Q3,e2> ¢

€1 3
102l U3
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