PT 2022-2023 : Correction du DM n° 4

ht

x()=t- S_

On consideére la courbe I': 1 cht
H=—
y® cht

1. Construire la courbe I'
x(1)
y(@®
Définition/Domaine d’étude :

x et y sont définies sur R puisque ch ¢ # 0 pour ¢ réel aussi [£ — M(#)] est définie sur R.
x(=t) =—x(1)

y(=0=y(0)
a0+ Vect(7) et la courbe posséde I'axe des ordonnées pour axe de symétrie.

On notera M(¢) = ( ) le point de parametre ¢ de la courbe T'.

Pour t réel, ch(—t) = ch t et sh(—¢) = —sh(¢) de sorte que { aussi les points M(—1?) et M(#) sont symétriques par rapport

On peut étudier les variations uniquement sur [0, +oo[

t 0 +00
3 - . (o)
Variations co;nmungs.xet y sont 2C surgliet Limite - YO0 +
, ch“t—sh“¢ sh“t sh®t t +oo
() =l-—— " =1-14=— h e
ch2 t Chz t Ch2 t cht~i ? P +00 = y(t) —_——)t—>+oo 0 X /
aussi: x'()=0 et xX'(N=0osh’t=0e1=0 ¢l 0
sht ﬂ _~~ 21 1
Yy () =—m ale signe et les zéros de —sh ¢ soit : chr ™ %t T iew 1
Yy <0ot=20 et y(H)=0ot=0 dott x(t) P +00 par somme Y \ 0
—+00
y@ |0 -

0 1
X(O)ZO_I:O et y(O):I:I

Branche infinie : Pour £ — 400, 'axe des abscisses est une asymptote horizontale et la courbe reste au dessus de cette asymptote.

Point stationnaire : Le point de parametre ¢ = 0 est stationnaire : y(f) = L = 5 ! = !
Cht 1+t7+0(t3) 1+u(t)
ou u(t)= t—z +0(£3) ~ t—z or ; =1-u+o(u) donc L =1- (t—z + 0(t3)) + o(u(t)) =1- t—z + 0(1?) et pas o(t%) a ce stade!
2 2 1+u cht 2 2
=o(t2?)

1

i 2 (r?
En effet, on rappelle que : o(u(t)) = u(t)s(u(t)) ol £(x) —0>0 et u(t) ~g 2 < u(t) = ?9(?) ol 0(x) 5
x— x—
2

) ? [r? 2 o 1 (¢t 1 , 2 3
Aussi : o(u(t)):?G > e(u(t)):t x £(1) ous(t):ée = e(u(t))mEXIXO:O C’est donc ce o(t“) quil’emporte sur le o(#”)!

Est-ce utile d’étre plus précis sur le DL de ?0nsaitque ——=1-u+ u? + o(u?)
1+u 1+u

2 2 4
t t
Leterme (u(1)? = (? + o(t3)) =+ o(t) est«avalé» parle o(¢) du terme en u(f)

Le o((u(t))z) est un o(r*) qui est aussi «avalé » par le o(z3) du terme en (1)
2

On gagne donc un peu de précision : P 11— 5 +0(13) (alaplace de o(z2)) mais on pouvait obtenir cette précision plus simplement par parité :
1 12
Par parité de y, il n'y a pas de termes a I'ordre 3 dans le DL soit: y(f) = P =1- = +o0(83)
C
1 t3 t2 3 t?) l3
Ensuite: x(f)=t-shtx —=1- (t+ — +0(t3)) (1 -— +0(t3)) =r- (t— —+—+o0()]|=—=+o0(>)
cht 6 2 2 6 3

- 0 0 2({0) (2] (o)
Alors: OM(?) = +1| |+— +—| |+
1 o] 2\-1/ 3t\o] \o®
La premiere dérivée non nulle s’obtient pour p = 2 et la tangente en M(0) = (0,1) est verticale (selon (0,—1))
La dérivée suivante non colinéaire est pour g = 3 et donc M(0) est un point de rebroussement de premiére espéce.
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sh?t

2. Montrer que x'(£)*>+y'(£)* = 1z puis déterminer le repere de Frenet en un point régulier.
ch”t

En utilisant toujours ch®’t—sh®’t=1 et cht>0 ona, pour tout ¢ réel :

IM (D12 = 2 (02 + V(1) = sh* ¢ N sh? ¢ _ sh? ¢(sh? £ +1) _ sh? tch? ¢ _ sh? ¢ dot (1) = [M'(5)] = sht| |shi
Y ch*t ch*t N ch* ¢ ch*t ch?t cht cht
Le point est régulier lorsque M'(#) # 0 < t#0 Le sujet demande implicitement de préciser les points réguliers...
- M — —
et alors, par définition: T = W et N directement orthogonal a T
or M) (shzt Sht) |7 (Ishtl [sht] ) — (Ish(t)l Ishl‘l)l 20| apd $2 "
I =|—%———=—| aussi = ;5 — etN={———;———|lorsque = ‘olt — = |x]...
ch®t’ ch®t cht’ shitcht chtsht’ cht g ST I

3. Déterminer alors le rayon de courbure en un point régulier.

. dT 1» 1 dT 1o 1 dT 1
On utilise les formules de Frenet: — =—N& ——=—N & — =—N ouRestlerayon de courbure

R s'(t) dt R IM'(Ol de R
Pour s’affranchir de la valeur absolue, on distingue >0 et £ <0

_ _. (sht 1) dT (chzt—shzt sht) ( 1 sht) 1 dT ( 1 1) 1 ( 1 sht)
Sit>0:T=|—;——|=>—= . = ; = S L

cht’ cht dz ch?¢ ch?¢ ch?t ch?t IM'(5)] dt shtcht cht) shtl\cht cht
d’Ofl‘ R=sht sit>0 ‘ Il suffit, en pratique, de calculer et comparer une seule des coordonnées.

— ht 1
Sit<0:T= (—%; E) donc il suffit de multiplier par —1 dans le calcul précédent soit: R=—sh .

Ainsi, on peut conclure que :‘ R=|sht| lorsquet#0 ‘

4. Déterminer la développée de I a’aide du rayon de courbure.

La développée est le lieu des centres de courbure : I'p = {C ‘ oC (1= OM (1) + RN pour ¢ # 0}
sht |sht]

— - t
et R=|sh¢] dou OC= ch | \shs shecht | _ 2. |= t#0
) | | 1 |S l |Sht| 1+sh“t cht ON #

cht chr cht
Ainsi, ‘ la développée de I est la courbe représentative de la fonction ch privé du point (0, 1) ‘

—

o ( |sht| [sht]
T = —’_
shtcht cht

1

5. En remarquant que la normale 4 T’ en un point régulier est dirigée par 7 () = (Sh t ), déterminer la développée d’'une autre facon en

1
utilisant un calcul d’enveloppe.

[shi|_,

Comme N = 11, le vecteur 7 dirige bien la normale a T en un point régulier (cad ¢ # 0).

cht

y(@®)
C’est la courbe régulité_{e décLi‘Ee> par le point C(?) telle que 2, est la tangente a la courbe au point C(¢) aussi
i) C(Qg 9,donc: OC(f) =0OM(H)+ A7 () avecA:R* —Rde classe C!

— x(1)
La développée est 'enveloppe des normales 2, = M(t) + Vect(7 (¢)) avec M(¢) = ( pour ¢ #0.

ii) et 72 (¢) sont colinéaires soit

det (dg—tc, ﬁ(t)) =0 < det (dg—f/l, ﬁ(t)) + N (1) x det(72 (1), 7 () +A(B) det (7' (), 7 (1) =0

—_—
=0
_chn 1 cht
Comme det(72'(1), (1) = | sh®t shi | =———=— %0,
1 sh” ¢
dOM _,
det| ——, n (1) n2
Ao de sh®r| oL oL shzt(sh2t+ 1 ) sh®sr ch®t sh®r
= — = = = X =
det(7'(1), 7())  cht —Csfllztt 1 cht \ch®t ch?¢) cht ch?¢ cht
; sht 1 ; sht . sht
_>C 9 22
== che |, shot| o cht cht i
0 = = = 2 = .
de sorte que: OC(?) i + h1 (Sl N ch?t cht pour ¢ #0
Cht Cht Cht

On retrouve que| la développée de T est la courbe représentative de la fonction ch privé du point (0, 1)
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REMARQUES SUITE A LA CORRECTION DES COPIES

Etude de la courbe paramétrée (question 1)

Bien souvent, le signe et les zéros des dérivées sont peu voir pas justifiés. Les limites en +oo de x et y le sont encore moins!
La nature de la branche infinie a été souvent oublié (cad I'asymptote horizontale d’équation y = 0) bien que représentée sur le dessin.

1
Il y avait une subtilité dans le calcul du DL de P pour bien justifier un o(#3) (voir la correction largement détaillée).
c
Pensez bien a rédiger : j’ai lu trop de rédaction "light" se contentant de donner p, g et la nature du point...La encore, les valeurs de p, g se
justifient (voir rédaction en 2 lignes sur le corrigé)

Concernant le dessin proprement dit : n'oubliez pas d’indiquer vos unités et vos tangentes ne sont, en général, pas assez « marquées » cad
que vos courbes ne sont pas vraiment tangentes aux tangentes particulieres (horizontales et verticales) que vous signalez.

‘ Développée la courbe par la courbure (questions 2,3 et 4) ‘

sht\? |sht _Ishi]
It) cht| cht

Veillez a ce que vos notations f(¢), s'(£),M(), Y,R,... soient bien définies (soit par le sujet soit par vos soins)

Attention, les calculs sont réalisés uniquement aux points réguliers (cad pour ¢ # 0)

Signalez que vous utilisez « une formule de Frenet » comme on signale le théoréme de Pythagore, de Thales ou les formules d’Euler...

Vous étes trés (trop!) nombreux a oublier les valeurs absolues: s'(f) = (

Rappeler la définition utilisée de la développée : c’est le lieu des centres de courbures soit I'p = {C | 0C =OM + RN}

’ Développée la courbe par I'enveloppe des normales (question 5) ‘

Le « En remarquant » du sujet est une question implicite : vous devez justifier cette affirmation en montrant, par exemple, que N et 7 sont
colinéaires OU BIEN que T et 77 sont orthogonaux.
N’oubliez pas 1a encore de donner la caractérisation de la développée : c’est 'enveloppe des normales a la courbes. Il s’agit donc de :

1. définir les normales a la courbe I' aux points réguliers. Bien souvent, je vois apparaitre des droites &, mais elles ne sont nulle par
définies : 2; = M(t) + Vect(7 (1)) estlanormale a T en M (7).
doC
dt

lorsque C(#) est le point courant de la développée et donc [t —0C (t)] un paramétrage de celle-ci. L'égalité des droites s’obtient car :

2. caractériser géométriquement que cette normale est la tangente a la développée cad 2, coincide avec la droite C(¢) + Vect

a. C(?7) estun pointde 2; donc:3IA(?) € R, é‘é(t) = G_I\Z(t) +AOT7(D)

do
b. les deux vecteurs 7 (f) et dirigent tous les deux 2, donc sont colinéaires soit det (F, ﬁ(t)) =0
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