
PT : Démonstrations sur projecteur/symétrie du chapitre 0

Si E = F⊕G, on sait que : ∀x ∈ E,∃!(xF, xG) ∈ F×G, x = xF +xG

• On définit le projecteur pF sur F parallèlement à G par : ∀x ∈ E, pF(x) = xF

pF est alors un endomorphisme de E avec Im pF = F et Ker pF = G

• L’ensemble des vecteurs invariants par pF est Ker (pF − i d) = F

• Si pG est le projecteur sur G parallèlement à F alors : pF +pG = i dE et pF ◦pG = pG ◦pF = 0L (E)

Définition et proposition : Projecteur vectoriel sur F parallèlement à G

• pF est alors un endomorphisme de E Soient (x, x ′) ∈ E2 et α ∈K avec

{
x = xF +xG

x ′ = x ′
F +x ′

G
dans E = F⊕G

Alors, par unicité de la décomposition dans E = F⊕G : αx +x ′ = (αxF +x ′
F)︸ ︷︷ ︸

∈F

+ (αxG +x ′
G)︸ ︷︷ ︸

∈G

dans E = F⊕G

Aussi, par définition de pF : pF(x) = xF, pF(x ′) = x ′
F et pF(αx +x ′) = αxF +x ′

F = αpF(x)+pF(x ′)

• Im pF = F = Ker (pF − i d) et

Par définition de pF, on sait que : Im pF ⊂ F puisque : pF(x) = xF ∈ F lorsque x = xF +xG ∈ E = F⊕G

Réciproquement : si x ∈ F alors x = x +0E dans E = F⊕G donc pF(x) = x ⇒ x ∈ Im pF. Ainsi : F ⊂ Im pF

De plus, on a : ∀x ∈ F, p(x) = x ⇒ (p − i dE)(x) = 0E ⇒ x ∈ Ker (p − i dE) d’où F ⊂ Ker (p − i dE)

Et, si x ∈ Ker (p − i dE) alors p(x) = x ⇒ x ∈ Im p = F d’où Ker (p − i dE) ⊂ F

• Ker pF = G Si x ∈ G alors x = 0E +x ∈ F⊕G = E ⇒ pF(x) = 0E ⇒ x ∈ Ker pF aussi G ⊂ Ker pF

Si x ∈ Ker (pF) alors pF(x) = 0E et donc : x = 0E +xG = xG ∈ E = F⊕G ⇒ x ∈ G. Ainsi : Ker pF ⊂ G

• pF +pG = i d et pF ◦pG = pG ◦pF = 0 Pour tout x dans E, si x = xF +xG ∈ F⊕G = E

Alors : pG(x) = xG et pF(x) = xF et i dE(x) = x = xF +xG = pF(x)+pG(x) = (pF +pG)(x) d’où pF +pG = i dE

Et : pF ◦pG(x) = pF(xG) = 0E car xG ∈ G = Ker pF et idem en inversant les rôles

Soit p : E → E alors p est un projecteur ⇔ p ∈L (E) et p ◦p = p

On a alors E = Im p ⊕Ker p et p est le projecteur sur Im p parallèlement à Ker p

Théorème : Caractérisation des projecteurs

⇒ : on suppose que p = pF est le projecteur sur F parallèlement à G avec E = F⊕G. On a déjà montré p = pF ∈L (E)
On a aussi Im p = Im pF = F donc : ∀x ∈ E, p(x) = p(x)+0E ∈ F⊕G = E ⇒ p ◦p(x) = p(x) soit p ◦p = p
⇒ : On suppose que p ∈L (E) avec p ◦p = p

• On vérifie d’abord que Im p ⊕Ker p = E ⇔
{

Im p ∩Ker p = {0E} (1)
Im p +Ker p = E;(2)

- soit x ∈ Im p ∩Ker p, ∃a ∈ E, x = p(a) et p(x) = 0E aussi 0E = p(x) = p ◦p(a) = p(a) = x ⇒ x = 0E d’où (1)

- Im p et Ker p sont des sev de E donc on a déjà Im p ⊕ Ker p ⊂ E. Prouvons l’autre inclusion par ana-
lyse/synthèse :

Analyse : Si x ∈ E s’écrit x = xN +xI (i ) où xN ∈ Ker p et xI ∈ Im p = Ker (p − i d) alors p(x) = 0E +xI (i i )

Aussi xI = p(x) et xN = x −xI = x −p(x)

Synthèse : Pour x ∈ E quelconque, on écrit : x = p(x)+ (
x −p(x)

)
alors xI = p(x) ∈ Im p et xN = x −p(x) ∈ Ker p puisque : p(xN) = p

(
x −p(x)

)= p(x)−p ◦p(x)

vu que p est linéaire et, comme p ◦p = p, on obtient : p(xN) = p(x)−p(x) = 0E

Ainsi : x = xI +xN ∈ Im p ⊕Ker p et on a bien justifié : E = Im p ⊕Ker p

• On justifie ensuite que p = pF où F = Im p et G = Ker p.

En effet, pour tout x ∈ E, on a vu que : x = p(x)+ (
x −p(x)

) ∈ E = F⊕G aussi on a bien pF(x) = p(x)
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Si E = F⊕G, on sait que : ∀x ∈ E,∃!(xF, xG) ∈ F×G, x = xF +xG

• On définit la symétrie sF par rapport à F parallèlement à G par : ∀x ∈ E, sF(x) = xF −xG

• Si pF est le projecteur sur F parallèlement à G alors : sF = 2pF − i dE

sF est alors un automorphisme de E avec sF ◦ sF = i dE (autrement dit s−1
F = sF)

• L’ensemble des vecteurs invariants est Ker (sF − i dE) = F et on a aussi Ker (sF + i dE) = G

Définition et proposition : Symétrie vectorielle par rapport à F parallèlement à G

• Soit x = xF +xG ∈ E = F⊕G alors

(2pF − i dE)(x) = 2pF(x)−x = 2xF − (xF +xG) = xF −xG = sF(x) aussi sF = 2pF − i dE ∈L (E)

• Ainsi, sF ∈L (E) puisque c’est une combinaison linéaire d’endomorphisme de E et :

∀x = xF +xF ∈ E alors sF(x) = xF −xG ∈ E = F⊕G donc : sF ◦ sF(x) = xF − (−xG) = xF +xG = x = i dE(x)

Aussi sF ◦ sF = i dE donc sF est un automorphisme de E avec s−1
F = sF

• F = Ker (sF − i d) : Si x ∈ F alors x = x +0E ∈ E = F⊕G ⇒ sF(x) = x −0E = x ⇒ x ∈ Ker (sF − i dF)

Réciproquement, si x ∈ Ker (sF− i dE), alors : sF(x) = x ⇔ xF−xG = xF+xG ⇒ 2xG = 0E ⇒ xG = 0E et donc x = xF ∈ F

• G = Ker (sF + i d) : Si x ∈ G alors x = 0E +x ∈ E = F⊕G ⇒ sF(x) = 0E −x ⇒ (sF + i dE)(x) = 0E ⇒ x ∈ Ker (sF + i dE)

Réciproquement : x ∈ Ker (sF + i dE) ⇒ sF(x)+x = 0E ⇒ xF −xG +xF +xG = 0E ⇒ xF = 0E et donc x = xG ∈ G

Soit s : E → E alors s est une symétrie ⇔ s ∈L (E) et s ◦ s = i dE

On a E = Ker (s − i dE)⊕Ker (s + i dE) et s est la symétrie par rapport à Ker (s − i dE) parallèlement à Ker (s + i dE)

Théorème : Caractérisation des symétries

⇒ : on suppose que s = sF est la symétrie par rapport à F parallèlement à G avec E = F⊕G et on a déjà montré
précédemment que s ∈L (E) et s ◦ s = i dE

⇒ : On suppose que s ∈L (E) avec s ◦ s = i dE

• On vérifie d’abord que Ker (s − i dE)⊕Ker (s + i dE) = E ⇔
{

Ker (s − i dE)∩Ker (s + i dE) = {0E} (i )
Ker (s − i dE)+Ker (s + i dE) = E (i i )

- soit x ∈ Ker (s − i dE)∩Ker (s + i dE), alors

{
s(x) = x
s(x) =−x

aussi 2x = s(x)− s(x) = 0E ⇒ x = 0E et (i) prouvé

- Ker (s − i dE) et Ker (s + i dE) sont des sev de E donc on a déjà Ker (s − i dE)+Ker (s + i dE) ⊂ E. On prouve l’autre
inclusion par analyse/synthèse.

Analyse : Si x ∈ E, on suppose que x = x1 +x2 (i ) où

{
x1 ∈ Ker (s − i d) ⇔ s(x1) = x1

x2 ∈ Ker (s + i d) ⇔ s(x2) =−x2

alors s(x) = s(x1)+ s(x2) = x1 −x2 (i i ) de sorte que

{
2x1 = x + s(x) (i )+ (i i )
2x2 = x − s(x) (i )− (i i )

Synthèse : Pour x ∈ E quelconque : x = x + s(x)

2
+ x − s(x)

2

et on vérifie que x1 = x + s(x)

2
∈ Ker (s − i dE) et x2 = x − s(x)

2
∈ Ker (s + i dE) puisque :

s(x1) = s

(
x + s(x)

2

)
= s(x)+ s ◦ s(x)

2
= s(x)+x

2
= x1 puisque s ◦ s = i dE et par linéarité de s donc xF ∈ Ker (s − i dE)

s(x2) = s

(
x − s(x)

2

)
= s(x)− s ◦ s(x)

2
= s(x)−x

2
=−x2 ⇒ xG ∈ Ker (s + i dE)

Ainsi : x = x1 +x2 ∈ Ker (s − i dE)+Ker (s + i dE) conduisant à l’inclusion E ⊂ Ker (s − i dE)+Ker (s + i dE)

• On justifie enfin que s = sF où F = Ker (s − i dE) et G = Ker (s + i dE). En effet, pour tout x ∈ E, on a vu que :

x = x + s(x)

2
+ x − s(x)

2
∈ E = F⊕G aussi sF(x) = x + s(x)

2
− x − s(x)

2
= s(x)
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