PT : Démonstrations sur projecteur/symétrie du chapitre 0

{ Définition et proposition : Projecteur vectoriel sur F paralléelement a G %

SiE=F®G,onsaitque:Vx€E, I (xp, xg) €FxG, x=xp+ xg
¢ On définit le projecteur pr sur F parallelement a G par: Vx € E, pr(x) = xp

pr est alors un endomorphisme de E avecIm pr = F etKer pr= G
* Lensemble des vecteurs invariants par pr est Ker (pp—id) = F

« Si pg est le projecteur sur G parallelementa Falors: pp+pg=idg et propg=pcopr=0gE

i . X=Xp+X
* pg est alors un endomorphisme de E Soient (x, x’) € E2 et a € K avec { o = F, ;’ dansE=Fa& G

Alors, par unicité de la décomposition dans E=F& G : ax + x’ = (axg + xp) + (axg + x;) dans E=F & G

cF G
Aussi, par définition de pg : pp(x) = xp, pp(x') = x;; et pp(ax+x') = axp + x; = app(x) + pp(x’)

e Im pr=F=Ker (pr—id) et

Par définition de pr, on sait que : Im pr c F puisque : pr(x) = xp € Florsque x = xp+ xge E=F& G
Réciproquement : si x € F alors x = x + Og dans E = F® G donc pp(x) = x = x € Im pp. Ainsi: F cIm pg
Deplus,ona:Vx€eE p(x)=x= (p—idg)(x) =0g = xeKer (p—idg) douF cKer (p—idg)
Et, six e Ker (p—idg) alors p(x) =x=>xeIm p=Fd'ouKer (p—idg) cF

e Ker pp=G SixeGalorsx=0g+xe€FeG=E= pp(x) =0 = x € Ker pp aussi G c Ker pg
Si x € Ker (pg) alors pr(x) =0g etdonc: x =0 +xg =xg€ E=F®&G= x€G. Ainsi : Ker prc G

e pp+pg=idetpropg=pcopr=0Pourtout xdansE,six=xp+xge F®G=E
Alors : pg(x) = xg et pp(x) = xp et idg(x) = x = Xp + Xg = pr(x) + pg(x) = (pr + pg) (x) d'ou pr+ pg = idg
Et: pro pg(x) = pr(xg) = 0g car xg € G=Ker pr etidem en inversant les roles

Théoréme : Caractérisation des projecteurs }

Soit p: E — E alors p estun projecteur & pe Z(E)etpop=p

Onaalors E=ImpeKerp et p estleprojecteursurlm p parallelementa Ker p

= :onsuppose que p = pr est le projecteur sur F parallelement a G avec E = F® G. On a déja montré p = pr € Z(E)
Onaaussilm p=Im pp=Fdonc:Vx€E, p(x)=px)+0geF&G=E= pop(x)=p(x) soitpop=p
= :0On suppose que p € Z(E) avec pop=p

Im pnKer p =1{0g} (1)
Im p +Ker p =E; (2)
-soitxeIm pnKer p,3acE, x = p(a) et p(x) =0g aussi 0g = p(x) = pop(a) = pla) =x= x=0gdou (1)

* On vérified’abordque ImpeKerp=E o {

- Im p et Ker p sont des sev de E donc on a déja Im p & Ker p c E. Prouvons l'autre inclusion par ana-
lyse/synthése :

Analyse:Six € Es’écrit x=xn+x1(i)ouxy€eKer petxielm p=Ker(p—id) alors p(x)=0g+x(ii)
Aussi xi=p(x) et xn=x—x1=x—p(x)

Synthese : Pour x € E quelconque, on écrit:  x = p(x) + (x — p(x))
alors x; = p(x) e Im p et xy = x — p(x) € Ker p puisque: p(xn) = p(x— p(x)) =p(x)—popx)
vu que p est linéaire et, comme po p = p, on obtient: p(xn) = p(x) — p(x) =0g
Ainsi: x = x1+ xny € Im p @ Ker p et on a bien justifié : E =Im p @ Ker p

* Onjustifie ensuite que p = pr ou F =Im p et G = Ker p.
En effet, pour tout x€ E,onavuque: x=p(x)+ (x — p(x)) eE=Fe&G aussionabien pr(x)=p(x)
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{ Définition et proposition : Symétrie vectorielle par rapport a F paralléelement a G %

SiE=Fo®G,onsaitque: Vx€E,3(xp, xg) € FxG, x=xp+ xg
¢ On définit la symétrie sg par rapport a F parallelement a G par: Vx € E, sp(x) = xp — xg
« Si pr est le projecteur sur F parallelement a G alors: sgp=2pp—idg

sg est alors un automorphisme de E avec sg o sg = idg (autrement dit s, 1= sp)

¢ L'ensemble des vecteurs invariants est Ker (s, —idg) = F etonaaussiKer (sg+idg)= G

e Soit x=xg+ xg € E=FoG alors

2pg —idg)(x) =2pp(x) — x = 2xp — (Xp + Xg) = Xp — XG = Sp(x) aussi | sgp=2pp—idg € Z(E)

* Ainsi, sp € Z(E) puisque c’est une combinaison linéaire d’endomorphisme de E et :
Vx=xp+xp€e& alors sp(x) =xp—xg € E=Fe® Gdonc: sposp(x) = xp— (—xg) = Xp+ Xg = X = idg(x)

Aussi| sgo sg = idg | donc sg est un automorphisme de E avec s; 1= s

e F=Ker(sg—id): SixeFalorsx=x+0geE=F®G= sp(x)=x—0g = x= x € Ker (sg— idp)

Réciproquement, si x € Ker (sg — idg), alors : Sp(x) = X © Xp—Xg = Xp + Xg = 2Xg =0g = xg =0g etdonc x = xg € F
e G=Ker(sp+id):SixeGalorsx=0g+x€E=F&G > sg(x) =0g —x = (sp+ idg)(x) = 0g = x € Ker (sg + idg)
Réciproquement : x € Ker (sp+ idg) = sp(x) + x=0g = xp—Xg+ Xp+ Xg =0g = xp =0g etdonc x = xg € G

Théoreme : Caractérisation des symétries }

Soit s: E — E alors s estune symétrie & se€ Z(E) et sos=idg

Ona E=Ker(s—idg)®Ker(s+idg) et sestlasymétrie parrapporta Ker (s— idg) parallelement a Ker (s + idg)

= :on suppose que s = sg est la symétrie par rapport a F parallelement a G avec E = F® G et on a déja montré
précédemment que s€ Z(E) et sos = idg
= :On suppose que s € Z(E) avec so s = idg

e On vérifie d’abord que Ker (s — idg) @ Ker (s+idg) =E & { Ezi E‘;: izg zig gi izg : g)fg,-gl)
s(x)=x
s(x)=—-x
- Ker (s — idg) et Ker (s + idg) sont des sev de E donc on a déja Ker (s — idg) + Ker (s + idg) < E. On prouve 'autre
inclusion par analyse/synthese.

- soit x € Ker (s — idg) nKer (s + idg), alors { aussi 2x = s(x) —s(x) =0g => x=0g et (i) prouvé

x1 €Ker (s—id) © s(x1) = x1

Analyse : Si x € E, on suppose que x=x;+x, (i) ol { i TR (9 ) < 6] = s

.. 2x1 = x+s(x) (i) + (iQ)
alors s(x) = s(x1) + s(x2) = x; —xp (ii) de sorte que { 22 _ i_ i(z) (;) _ (;’;’)
X+ s(x) N X —s(x)

2 2

50 € Ker (s—idg) et x, = X s

Synthese : Pour x € E quelconque : x =

et on vérifie que x; = € Ker (s + idg) puisque :

s(x1)=s (x +2s(x)) = 27 +2so 2 = s(x)2+ 58 X1 puisque so s = idg et par linéarité de s donc xg € Ker (s — idg)
S(x2)=s (x—zs(x)) = S(x) _;o st = s(x)z— al =—X» = xg € Ker (s + idg)

Ainsi: x = x; + x2 € Ker (s — idg) + Ker (s + idg) conduisant a I'inclusion E c Ker (s — idg) + Ker (s + idEg)

* On justifie enfin que s = sp ou F = Ker (s — idg) et G = Ker (s + idg). En effet, pour tout x € E, on avu que:

= X+ s(x) +x—s(x) e E=F@& G aussi sg(x) = il il ) = s(x)
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