CHAPITRE IX ESPACES PREHILBERTIENS ET EUCLIDIENS

CHAPITRE IX: ESPACES PREHILBERTIENS ET EUCLIDIENS

Dans tout le chapitre, E est un espace vectoriel réel.

I) Produit scalaire et norme

I-1) Définition et exemples usuels

| Définition : Produit scalaire |

(Lo:ExE — R

Etant donné un espace vectoriel réel E, un produit scalaire sur E est une application x,7) (x,7)

a

valeurs dans R qui vérifie les propriétés suivantes :

1. {.,.) est symétrique c’est a dire que: ¥ (x,y) € B2, (x,y)=(y,x)
2. (.. estbilinéaire c'estadireque: Vxo€E, [x— (xo,x)] et [x— (x,x0)] sontlinéaires
En pratique, si 1. est prouvé, il suffit seulement de démontrer la linéarité d’'une seule des deux applications

3. (,,.) estpositive et définie c’estadireque: Vx€E, (x,x)=0 et (x,x)=0=>x=0

On dit qu'un produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique définie positive sur E x E
Le produit scalaire des vecteurs x et y de E pourra étre noté, selon le contexte, (x, y>, (x|y) ou encore x.y

Remarque:Vx€E, (x,0g)=(0g,x)

Définitions : Espace préhilbertien et espace euclidien %

Un espace vectoriel réel E muni d'un produit scalaire est appelé un espace préhilbertien.
Si, de plus, cet espace vectoriel est de dimension finie, on dit alors que E est un espace euclidien

I-2) Les exemples de référence

On va munir les espaces vectoriels classiques de produit scalaire qu’on appellera le produit scalaire canonique.

1. Le produit scalaire euclidien de R” o1 n € N* est définie par

n
VX =(x1,%2,...,%n) ER, VY =1, Y2, ., y) ERY, (x,¥) =) xiyi
i=1

X1 N
En identifiant R” avec I'espace M,; 1 (R) des vecteurs colonnes, on a (x, y) =xTY| ouX= D letY=
Xn Yn
+00
Généralisation sur un espace de suites : Si X = (Xp) neny €t ¥ = (V) nen alors (x, y) = Z Xk Yk nexiste pas toujours.
k=0

1
Mais : V(a, b) € R?, |ab| < E(a2 +b%)
1
Aussi, pour tout kréel : 0 <|xpyil < E(kal2 + kalz) de sorte que :

2
X< converge _
{ L k 8 = ) XYk converge absolument (et donc (x, y) existe)

Y. y; converge
On peut définir un produit scalaire sur I'espace E = {(up) neny € RN | Y 47 converge} qui est un sev de RY.
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2. Le produit scalaire euclidien de E = C°([a, b],R) o1 (a, b) € R? avec a < b est définie par

b
Y(f,g) € C°(la, b],R)?, <f,g>=f f(Hgnde

Généralisation sur un intervalle I quelconque :

Pour f et g dans C°(LR), (f,g) = ff(t)g(t)dt n'existe pas toujours. Mais: V€1, |f(0)g(1)] < %(fz(t) +g%(1)
1

f? intégrable sur 1 : f f2(t)dt converge

g% intégrable sur1: [ g*(f)dt converge
I

= f | f()g(r)|dt converge ie fg estintégrable surI= ( f, g) converge.
I

On peut définir le produit scalaire sur Lo(I,R) = { fe CI,R) | f fz(t)dt converge} qui est un sev de CoUI,R)
I

3. Un produit scalaire classique de R, [X] ol1 n € N* est défini par | V(P,Q) e R, [X]?, (P, Q)= f P(HQ(ndt
0

1

On peut munir un espace de plusieurs produit scalaire :

k=0

k=0

n n n
RBQ =Y arby ouP=) @xFetQ=Y bix*

k=0

est un autre produit scalaire classique sur R, [X].

4. Le produit scalaire euclidien de M, (R) ou1 n € N* est définie par

V(A,B) €M, [®)?, (AB)=tr(A"B)
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I-3) Norme et distance associées a un produit scalaire

{ Définitions : Norme et distance dans un espace préhilbertien %

Soit (E, {,, .)) un espace préhilbertien,

. .. I.I:E — R .
la norme préhilbertienne associée est I'application et on définit la distance entre
p bp x = lxl=Vxx

deux vecteurs x et y de E comme le réel positif | x— y/||

Lorsque (E, G0 ) est un espace euclidien, on parle de norme euclidienne et de distance euclidienne.

Remarque :

1. La définition de la norme est assurée par la positivité : Vx € E, (x,x) = 0 d’ou || x|| existe.

2. Le caractere défini du produit scalaire induit que : V(x,y) €E*, x=y & |[x—y|| =0

n
3. Lanorme euclidienne de R" est: | Vx = (x1,...,x,) € R", ||x|| = Z x?
\/ i=1

En particulier, on retrouve les normes usuelles de R? et R* : || (x, y)|| = VX2 + )2 et ||(x, y, 2) | = VX2 + y2 + 22

{ Proposition : Propriété de la norme }

Soit (E, - .)) un espace préhilbertien et |.|| la norme associée, on a:
eVxeE VaeR, |lax| =

eVx€E, ||x| =0 x=0g

e V(x,1) € B2 || x+y|* = Ix1?+ |y||> +2(x,y) (dentité remarquable)

I-4) Les égalités et inégalités classiques associées a une norme euclidienne

{ Théoreme : Inégalité de Cauchy-Schwarz %

Soit (E, (0 ) un espace préhilbertien et |.|| la norme associée, on a

2
Ve, |(op)|<ixllyl e [(ey)| <l |y

L'égalité a lieu si et seulement si la famille (x, y) est liée

{ Théoréme : Inégalité triangulaire }

Une norme préhilbertienne vérifie I'inégalité triangulaire :  V(x, y) € E2, || x+ yH < |lxll + || y||

L'égalité a lieu si et seulement si la famille (x, y) est liée

{ Proposition : Identités du parallélogramme et de polarisation }

Soit (E, () ) un espace préhilbertien et ||.|| la norme associée, on a

V(x, ) €E2, Jx+yll2+x-yl?= 2(||x||2 + ||y||2) (Identité du parallélogramme)

D C

A
On obtient les formules dites de polarisation qui permettent de retrouver le produit scalaire a partir d'une norme :

1 1
(oy)= S+l =1 = y1*) = g (e vl = = y[)
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En pratique, lorsqu’on nous demande d’établir une inégalité, il est courant d’obtenir celle-ci en appliquant I'in-
égalité de Cauchy-Schwarz a des vecteurs bien choisis dans un espace préhilbertien bien choisi. Il est important
de bien préciser I'espace E, le produit scalaire (.,). et les vecteurs x et y utilisés quand on utilise 1'inégalité de
Cauchy-Schwarz

| EXEMPLE N° 1| Montrer que, pour toute fonction f a valeurs réelles de classe C' sur R avec f(0) = 0 alors:
X
VxeR, f2(x) < xf fA(nde
0

On pourra utiliser le produit scalaire usuel sur C%([min(0, x), max(0, x)])

II) Orthogonalité dans un espace préhilbertien

Dans cette partie, (E, {,, .)) désigne un espace préhilbertien (donc pas nécessairement de dimension finie) et ||
est la norme associée.

II-1) Vecteurs orthogonaux et théoréme de Pythagore

{ Définition : vecteurs orthogonaux et famille orthogonale de vecteurs }

* Deux vecteurs x et y de E sont orthogonaux lorsque leur produit scalaire est nul i.e. (x,y) =0

e Un famille de vecteurs de E est orthogonale si elle est constituée de vecteurs deux a deux orthogonaux

La famille (x;) ;1 de vecteurs de E ou I ensemble quelconque est orthogonale lorsque :
Vi, ) el i#j=(xi,xj)=0

{ Proposition : }

Une famille orthogonale de vecteurs non nuls de E est une famille libre de vecteurs de E

{ Théoreme : dit de Pythagore %

Si (x1, X2,...,X,) ou n € N* est une famille orthogonale de E alors ||x; + x ot X2 = X 12 + 122012+ - + 1 x5 112

Dans le cas particulier ot1 7 = 2, il y a méme une équivalence :
2 2 2
x et y sont orthogonaux < ||x+ y||” = x>+ | y|

II-2) Sev orthogonaux, orthogonal d’un sous-espace vectoriel

{ Définition : Sev orthogonaux %

Deux sous-espaces vectoriels F et G de E sont orthogonaux lorsque V(x,y) e Fx G, (x,y) =0

{ Proposition : %

SiF et G sont des sev orthogonaux alors FNG = {0g} donc la somme de deux sev orthogonaux est forcément directe.

{ Définition : Orthogonal d’'un sev %

SiF estun sevdeE,
Iorthogonal de F noté F est ’ensemble des vecteurs de E qui sont orthogonaux a tous les vecteurs de F
autrement dit: F- = {x € E | VyeE (x,y)=0}
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{ Proposition : Propriétés de 'orthogonal d'un sev %

* F! est également un sous-espace vectoriel de E.

* Fet F! sont des sev orthogonaux

o {0} = et Et=

e Fc (FYHL Artention, linclusion peut étre stricte si F n'est pas de dimension finie

e SiFetGsontdessevde E alors: Fc G= Gt cF+

] EXEMPLE N° 2 \ Si F est un sous-espace vectoriel d'un espace préhilbertien (E, (., .)),
Montrer que: FeFt=E= (F1): =F Cela sera en particulier vérifié siF est de dimension finie

Proposition : Orthogonal d’'un sev de dimension finie }

Soit F est un sev de dimension finie de I'espace préhilbertien (E, (., .)),
si? = (e, e,...,e,) estune base de F alors F- = {x € E| Vi € [1, n], (x, e;) = 0}

| EXEMPLE N° 3| On munit M3 (R) de son produit scalaire usuel (A, B) = tr(ATB)
Déterminer 'orthogonal de 'ensemble D des matrices diagonales

II-3) Famille orthonormale et procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Définition : Famille orthonormale (ou orthonormée) de vecteurs }

Une famille de vecteurs de E est orthonormales (ou orthonormée) lorsqu’elle est orthogonale et qu’elle est consti-
tuée de vecteurs unitaires (c’est a dire de norme 1)

n
| EXEMPLE N° 4| On considére E = R, [X] et on définit (BQ) = )_ P(k)Q(k)
k=0

1. Justifier que (E,(.,.)) est un espace euclidien.
2. Sin =3, démontrer que F = {P € R3[X] | X(X — 1) divise P} et G = Vect(X? — 5X + 6) sont des sev orthogonaux.
X—-k

3. On considére la famille des polyndmes de Lagrange: Vi € [0,n], L;= I1
k€ [0,n]
k#i
Justifier que (L;,Ly,...,L;) est une base orthonormée de E

Exemples de bases orthonormées :
« La base canonique de R" est orthonormée pour le produit scalaire usuel de R”
o La base canonique de M,,(R) est orthonormée pour le produit scalaire (A, B) = tr(ATB)

n n n
 La base canonique de R,[X] est orthonormée pour le produit scalaire (B, Q) = Z aiby sip=) axFetQ= > b Xk
k=0 k=0

k=0
1

mais elle ne I'est pas pour d’autre produit scalaire. Par exemple pour (P, Q) = f P(1)Q(t)dt alors
0
1

1 2 1
(1,X>:j; IXtdt:[E]OZE?fO

5/8 LEROQOY - PT Paul Constans



CHAPITRE IX ESPACES PREHILBERTIENS ET EUCLIDIENS

- Théoréme : Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt |

Si (e1,e2,...,en) ou N € N* est une famille libre de vecteurs de E, alors il existe une unique famille orthonormale
(€1,€2,...,€N) Vérifiant :

e Yne[l,N],Vect(e,ey,...,e,) =Vect(e,€9,...,€,) (1)
® Vn € III)N]])<eI’l)EI’Z> > 0 (2)

Vous devez étre capable de mettre en ceuvre pratiquement |’algorithme pour un nombre restreint de vecteurs.
Mise en ceuvre pratique pour I'orthonormalisation de (e, e, e3)

1. On construite; =
2. On cherche €, sous la forme avec
* (€1,€2) =0

* &, est unitaire or

3. On cherche €3 sous la forme avec

e (€1,€3) = 0= (€y,€3) déterminant ainsi
e g3 est unitaire déterminant ainsi

] EXEMPLE N©9/2 \ : Déterminer une base orthonormée de I'hyperplan H d’équation x+y+z—t=0 dansR*

] EXEMPLE N© 5 \ Pour tout vecteur x = (x1, X2, X3) et y = (y1, 2, y3) de R3, on définit
(x,y) = (21— 2x2) ()1 — 2)2) + X22 + (X2 + X3) (Y2 + ¥3)
1. Prouver que {.,.) est un produit scalaire sur R3

2. Donner une base orthonormale de R? pour ce produit scalaire.

Corollaire : Existence de base orthonormale pour les sev de dimension finie }

Si F est un sous-espace vectoriel de dimension finie de E, alors F possede une base orthonormale qu’on obtient en
appliquant le procédé de Gram-Schmidt a une base quelconque de F.

II-4) Orthogonalité dans un espace euclidien

{ Proposition : Existence des bases orthonormales dans un espace euclidien }

Si (E, (.,.)) est un espace euclidien (donc de dimension finie) alors il existe des bases orthonormales.

{ Proposition : Calculs dans une base orthonormée }

Soit 2 = (ey, e2,..., e,) une base orthonormée d'un espace euclidien (E,(.,.))
X1 !
etX=]...|etY=]...|les colonnes de coordonnées des vecteurs x et y dans 98

Xn Yn

Vie[l,nl, x; ={ej,x)

n
(x,y) =Y xiyi=X'Y

i=1
n

lxll = /Y %2 = VXTX
i=1

Si f € £(E) avec A = Matg(f) alors le coefficient situé ligne i colonne j est [A];; = (e,-,f(ej)>
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III) Projection orthogonale sur un sev de dimension finie

III-1) Supplémentaire orthogonal en dimension finie

{ Théoréme : Suplémentaire orthogonal en dimension finie %

Si F est un sous-espace vectoriel de dimension finie d’'un espace préhilbertien (E, {,, .))
alors F et F+ sont supplémentaires c’est a dire que : Fe F- =E

On dit que Fl estle supplémentaire orthogonal de F dans I'espace préhilbertien (E, (., .))

{ Corollaire : Sev orthogonaux et dimension }

Si (E, (.,.) ) est un espace euclidien (cad dimE < +o0) alors,
pour toutsevFdeE,ona FeF'=E desorteque dimF +dim(F')=dimE

{ Corollaire : Vecteur normal a un hyperplan d’un espace de dimension finie %

Si (E, (. .>) est un espace euclidien (cad dimE < +00) munit d'une base orthonormée 28 = (ey, ..., e;)
I'hyperplan H d’équation a;x; +---+ a,x, =0 ou (ay,...,a,) € R” non tous nul a pour orthogonal la droite
vectorielle H = Vect(aj ey + -+ + ayey,). Un vecteur non nul 77 de H' est appelé vecteur normal a 'hyperplan H

III-2) Projection orthogonale sur un sev de dimension finie

{ Définition Projection orthogonale sur un sev de dimension finie : %

Si F est un sous-espace vectoriel de dimension finie dans un espace préhilbertien (E,{.,.)), ona: Fe@ FX =E
On définit la projection orthogonale sur F comme le projecteur pg sur F parallélement a F+

Ainsi : Ker pp = FL et Im pg = Ker (pp—id) =F

n
Si B =(ey,...,e,) estune base orthonormée de F,ona: |pp(x) = Z (ej, x) e;
i=1

Remarque: Une application linéaire f d’'un espace euclidien E est une projection orthogonale lorsque
fof=fetKer fetlm f sont orthogonaux

{ Proposition : Caractérisation du projeté orthogonal }

Si F est un sous-espace vectoriel de dimension finie dans un espace préhilbertien (E,(.,.)) et x € E,
yeF

yzpp(xw{ x—yeFt

{ Méthode : Détermination pratique d’'un projeté orthogonal }

Si F est un sous-espace vectoriel de dimension finie dans un espace préhilbertien (E,(.,.)) et x € E,
on peut déterminer le projeté orthogonal pr(x) de x sur F de deux facons :

* soit en déterminant une base orthonormée 28 = (ey,..., e;) de F (obtenue par exemple en appliquant le procédé
n

d’orthonormalisation de Gram-Schmidt a une base quelconque de F) puis en calculant pg(x) = Z (ej, x) e;
i=1

pr(x) €F

x— pr(x) e F+

* soit en recherchant le vecteur pr(x) a l'aide des conditions {

718 LEROQOY - PT Paul Constans



CHAPITRE IX ESPACES PREHILBERTIENS ET EUCLIDIENS

xX+y—-z—-1t=0

| EXEMPLE N° 6| Dans I'espace euclidien usuel R%, on considére le sev F d’équation .
x+3y+z—-t=0

Déterminer la matrice canoniquement associée a la projection orthogonal sur F.

III-3) Distance a un sous-espace vectoriel de dimension finie

{ Définition : Distance d’un vecteur a sous-espace vectoriel }

Si F est un sous-espace vectoriel de dimension finie dans un espace préhilbertien (E,(.,.)) etsi x € E,
on appelle distance de x a F le réel noté d(x,F) défini par: d(x,F) = inf{|x— f|| | f € F}

{ Théoréeme:

Si F est un sous-espace vectoriel de dimension finie dans un espace préhilbertien (E,(.,.)) etsi x € E,
alors d(x,F) = ||x — pr(x) || ol pr(x) estla projection orthogonale de x sur F

pr(x) est 'unique vecteur de F qui réalise cette égalité : { {;(Ex,FF) ~x—f] < f=pp(x)

Remarque : Puisque pr(x) et x — pr(x) sont des vecteurs orthogonaux, on a, en vertu du théoreme de Pythagore :
d(x,F) = | x = peo] = /1212 = || pe) |

L
| EXEMPLE N° 7 | Déterminer inf{f (t—acost—bsin)?dt| (a,b) € RZ}
0
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