CHAPITRE VIII FONCTIONS DE DEUX OU TROIS VARIABLES

Consigne : Travailler en classe inversée le chapitre.

=W N

CONSEILS METHODOLOGIQUES POUR TRAVAILLER EN CLASSE INVERSEE LES PARTIES [ A V DE CE CHAPITRE

Munissez vous du poly, d'un papier, d'un crayon et de surligneurs. L'idée est d’accompagner votre lecture par
I’écrit et par de la mise en évidence en couleurs des points importants.

Les exemples ont vocation a étre chercher d’abord seul avant de consulter la correction.
N’hésitez pas a m’envoyer des questions par mail auxquelles j'essaierai de répondre le plus vite possible.

Je vous propose d’étaler le travail en plusieurs séances

Séance n°1 Définition et limites (pages 2,3 et 4) (Environ 1h30)
Séance n°2 Continuité (pages 5 a 8 + 4 lignes en haut de la page 9) (Environ 2h)

Séance n°3 Classe C! (pages 9 a 13) (Environ 2h30)

Séance n°4 Classe C? (pages 14 a 16) (Environ 1h30)

Séance n°5 Dérivées de fonctions composées (pages 17 a 19) (Environ 1h30)

Nous réaliserons des TD a la rentrée qui travailleront les définitions et les méthodologies introduites dans ce
chapitre. En particulier, les exemples 11, 12 et 13 de chapitre feront 'objet d'une séance de TD.
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CHAPITRE VIII FONCTIONS DE DEUX OU TROIS VARIABLES

CHAPITRE VIII: FONCTIONS DE DEUX OU TROIS VARIABLES

Dans ce chapitre, R? et R® sont munit de leurs structures euclidiennes usuelles respectives permettant de définir le
produit scalaire de deux vecteurs et la norme d’'un vecteur. Les définitions élémentaires sur la topologie de R? et R
ont été données dans le chapitre I (notion de boule, de partie ouverte, partie bornée, de point adhérent, d’intérieur,
de frontiére d'une partie, etc)

On va s'intéresser aux applications f a valeurs dans R définies sur une partie D c R? (resp. D c R3)
f:DcR? — R f:DcR® — R )

xy) — fxy x, 52 — fxy2
11 s’agit donc des fonctions que vous rencontrez le plus souvent en physiques ou SII... Exemples :
- la force d’attraction F d'un corps sur un autre corps dépend de la masse m de ce corps et de la distance r entre

( resp.

m
les deux corps: F=F(m,r) Laloid’attraction universelle de Newton est, ainsi:F= GM x—

2
-
constante
- le volume V occupé par un gaz est une fonction dépendant de la quantité de matiere n, de la pression P de la
nT
température T du gaz soit V=V(n,BT) Parexemple, pour un gaz parfait: V = R x 3
constante

I) Limites et continuité

I-1) Ensemble de définition, applications partielles

Lensemble de définition est 'ensembles des couples (x, y) de R? (resp. des triplets (x, y,z) de R®) pour lesquels
I'expression f(x, y) (resp. f(x,y, z)) existe.
On peut le représenter comme une partie du plan (resp. de I'’espace).
Par exemple : f(x,y) = /1+x+ y existe pour 1 + x+ y=>0 Dans R?, cette inéquation caractérise
le demi-plan P, limité par la droite d’équation y = —x—1 qui contient I'origine (1+0+0 = 0)
En un point a = (x, yo) de R2 (resp a = (xp, Yo, 20) de R3,
on associe a une fonction de plusieurs variables des applications appellées les applications partielles :
elles sont obtenues en laissant libre une des variables et en fixant les autres
Notations :

o [FCy0):x— f(x,30)] et [f(x0,.): y— f(x0,y)] sontassociées a [f:D cR*—R] en a = (xo, yo)
o [f(Y0,20) 1 x— f(X,¥0,20)], [ f(x0,.,20) : ¥ — f(x0,¥,20)] et [ f (%0, Yo,.) : 2— f(x0, Y0, 2)]
sont les 3 applications partielles associées a [f ‘DcR3— [R] en a = (xo, Yo, Z0)
Attention! f (., yo) est le nom de la fonction dont U'expression est f (., yo)(x) = f(x,y9) comme
In est le nom de la fonction logarithme d’expression In(x) ou g est le nom d’une fonction d’expression g(x)...

Par exemple : les applications partielles de la fonction f: (x,y) — /1+x+yena=(1,0) € P, sont
[0 :t—VI+t] et [fQ,):t—V2+1]

On visualise, ici, le demi-plan P et le point a = (1,0)
Sur I'axe d’équation y = 0, on visualise en bleu le domaine
=2 de définition de f(.,0) :

AN i :
f(t,0) est définie pour ¢ = —1 soit sur [—1, +oo[
Sur I'axe d’équation x = 1, on visualise en vert le domaine
de définition de f(1,.) : f(1, t) existe pour ¢ = —2
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CHAPITRE VIII FONCTIONS DE DEUX OU TROIS VARIABLES

EXEMPLE N° 1 \ Déterminer et représenter 'ensemble de définition et expliciter les applications partielles

Xy VX+Yy ) 2xy
fl(x’y):m fz(x,y):xTy fg(x,y):ln(l—xZ_yZ) f4(x,y):Arcsm(x2+y2)

1. x*+y*=0< (x,y) = (0,0) donc f; est définie sur D; = R? — {(0,0)} (cad le plan R? privé du point O).
Role symétrique de x et y dans fi(x, y) d'ou fi(x,.) = fi(., x)

) x
six#0: fi(x,) = fi(,x) = 2.2
six=0: f1(0,.) = f1(.,0) = [t — 0] définie sur R*

2. fo(x,y) existesi x’y#0 et x+y=0

[—

qui est définie sur R

Or: x’y=0<x=00uy=0 correspond aux deux axes

et: x+ y=0décritle demi-plan fermé limité par la droite y = —x qui contient le point (1,1)
Ainsi, f, est définie sur le domaine D, qui est le demi-plan précédent privé des axes du repere.
Pas de symétrie, on précise donc les deux applications partielles en a = (x, y) € Da:

1 vVxX+t 1 Jy+t
fx)=|t— — X xt définie sur [-x, +oo[—{0} et fol.,y)=|t— —x 3;2 définie sur [—y, +oo[—{0}
X

3. f3(x,y) existe si1—x? - y?> >0 < x?+ y?> < 1 donc f; est définie sur D3 qui est I'intérieur du disque unité.
Role symétrique de x et y et, pour x réel dans [-1,1]:

f3(x,) = f3(,x) = [t —In(1 - x* — t?)] définie sur | - V1 - x2, V1 — x|

) . 2 o 2xy . . T T
4. fa(x,y) existesi x“+ y“ #0et -—— € [-1,1] Rappel: Arcsin: [-1,1] — R avec Arcsin([-1,1]) = [——,—
xXc+y 22
x%+ y2 =0 x=y=0 (Unesomme de nombre =0 est nulle si tous les termes sont nulles...)
2Xy e[-1,1] & 2Xy <1 Rappel:|x|<a<s x€[—a,al
x% + y? ’ x2+y2| Aaslids ’

Une inégalité classique d’analyse (a retenir et redémontrer!) |[2xy|<x?+y? pour tout (x, y) € R?

2xy et x? + y? doivent faire penser aux identités remarquables x* + y? + 2xy = (x £ y)?
2xy

Alors: (|x|— Iyl)2 = x2 +y2 —2|xyl=0s2|xy| < x? +y2 et si, de plus, (x, y) # (0,0), on a: Zi2
Xe+y

<

Le domaine de définition de f; est donc D4 = R? — {(0,0)} (cad le plan R? privé de I'origine O)
Roéle symétrique de x et y dans f4(x, y):

fa(x,) = fa(,x) =

définie sur R ou sur R* selon que x # 0 ou x = 0.

t — Arcsi (—2 X )
rcsin
X2+ 12
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CHAPITRE VIII FONCTIONS DE DEUX OU TROIS VARIABLES

I-2) Limites

On généralise aisément la notion de limite vu pour les fonctions d'une seule variable réelle :
Rappel: [f:1cR— R] admet unelimitel eR en acl (noté )lcirr;f(x) =0 ou f(x) — ?) lorsque
Ve>0,30>0,Vxel, [x—al<d=|f(x)-{|<e

{ Définition : Limite en un point adhérent }

Pour p € {2,3}, on dit que [f: D < R” — R] admet une limite au point ay adhérent a D lorsque
A eR,Ve>0,Ir>0,VaeD, la—apll <r=|f(a)—L| <t

autrement dit, pour tout € > 0, il existe une boule centrée en ay telle que, pour les points a de cette boule, | f(a) — €| <€

Si p =2, alors ag = (xg, o) et a= (x,y) et |a— agll = \/(x = x0)2 + (y — y0)?
Si p =3 alors ag = (x0, Yo, 20) et a = (x, ,2) etlla— agll = v/ (x — x0)? + (y — y0)? + (2 — 29)?

Sila limite existe, alors elle est unique etonnote: ¢= lim  f(x,y) ou f(x,y)
(x,y)—(x0,¥0) (2, )= (x0,¥0)
(resp. €= lim fx,,2) ou f(x,52) 0)
(x,,2) = (X0,Y0,20) (x,5,2)—(x0,¥0,20)

Preuve de 'unicité : Supposons qu’il y a 2 limites ¢; et £, avec ¢; # ¢, de sorte que : |€; — €3] =d >0
If(a)—til<esilla—apll <n
|f(a)—tal<esilla—apll <1

On choisit a avec ||a — apll < min(ry, r2) (possible car min(ry, r2) > 0) alors

d d 2d d
d:|€1—£2|<||€1—f(a)|+|f(a)—€2|<§+§:>d<?:§sO:c’estabsurdecard>0!

o PP d .
On utilise la définition avec € = = :on obtient r; > 0 et r, > 0 avec

Remarques : Si la limite de f en a existe alors les applications partielles admettent aussi la méme limite :

Si lim f(x,y)=¢ alors lim f(z,y0) et lim f(xo,1) existent et valent £
(%, y)— (x0,¥0) I—Xo I=Yo

Attention! La réciproque est fausse!
Lexistence d'une limite en a = (xy, yp) suppose d’approcher a non seulement dans les directions paralléle aux axes
(en vert et bleu ci-dessous) qui correspondent aux directions utilisées dans les applications partielles mais aussi

dans toutes les directions (d’autres facons d’approcher de a sont proposées en rouge et en orange) ci-dessous.
A

“ D)
N
(0] X0

Un contre-exemple :

Les applications partielles de | f; : (x,y) — en (0,0) possedent une méme limite mais fj n’a pas de limite.

X%+ y?
fi(t,0) = £1(0,1) =0 — 0 donc les deux applications partielles en (0,0) possedent la méme limite nulle.

Mais, si on s’approche de (0,0) autrement que selon les directions des axes, alors on trouve des valeurs différentes :

t 1 1
fit, 0= 2 = 55 % #0 enapprochant de (0,0) le long de la premiére bissectrice du plan
Remarque : On peut approcher de (0,0) autrement par exemple :

mt? m m
- en approchant le long de la droite y = mx : t,me) = =
PP & y At ) 12+ m2tt 143—m2 =0 14 m?
t
- en approchant le long de la parabole y = x* : t,1%) = ~p—==t—0
Pp gdelap y A=z ~0 5 =1

|

Méthode : Nier I'existence d’'une limite |

Pour établir que ( )lir(n : f(x,y) n'existe pas, on trouve 2 fagons d’approcher (xp, yo) avec des limites différentes pour f.
X,¥)—(Xo,Yo0
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CHAPITRE VIII FONCTIONS DE DEUX OU TROIS VARIABLES

I-3) Continuité

La notion de continuité s’obtient naturellement a partir de la notion de limite :

 Définition : Continuité d’une fonction de 2 ou 3 variables|

 Onditque [f:D cR? — R] est continue en (xy, yo) € D lorsque ( )lir(n )f(x, ¥) = f(xo0, yo)
X,Y)—X0,Y0

e On dit que [f ‘DcR3— R] est continue en (xy, Yo, Zo) € D lorsque lim )f(x, ¥, 2) = f(x0, Yo, Z0)

(x,5,2)— (%0,¥0,20
e Onditque [f:DcR” —R] (ol p € {2,3} ) est continue sur D si f est continue en tout point de D
On note alors parfois cette propriété: festC’surD ou feCY'D,R)

Remarque : La continuité de f entraine naturellement celle de ses applications partielles.
Attention! La encore, la réciproque est fausse.

{ Méthode : Comment étudier la continuité de f ponctuellement en a = (xy, yo) ? }

1. On commence toujours par ramener le probleme en (0,0) :

l )= [0, yo) & i +hyo+K) = f(x0,
(x,y)_l,I(I}CoyyO)f(x ¥) = f(x0, yo) (h,k)lg%o,mf(xo Yo+ k) = f(x0, ¥0)

2. Sila questionest «Etudierla continuité de fena» ou « f est-elle continue en a?»

voir directement «Montrer que f n’est pas continue en a» alors

la réponse peut éventuellement étre négative aussi on essaye quelques directions particuliéres classiques :

si on trouve une direction telle que f ne tend pas vers f(a), on nie la continuité et c’est terminé.
On commence par vérifier les directions des axes (applications partielles) : }fl_l’)l(l) flxo+t,y0) et %1_{1(1) f(xo, Yo+ 1)
Ensuite, on utilise en général des directions selon des droites linéaires y = mx : ltl_I)l(l) f(xo+t,yo+ mi)
(en particulier les bissectrices du plan pour m = £1)
On peut éventuellement regarder des courbes plus évoluées comme des paraboles :
lti_l,%f(xo"' t,yo+1>) ou lti_I)I(l)f(xO+ 250 +1)

Attention! Ne pas perdre trop de temps a s’obstiner a chercher a nier la continuité alors qu'’il y a continuité...
3. Sila question est «Montrer que f est continue en a »

ou que nos tentatives pour nier la continuité ont toutes échouées, alors il s’agit d’établir

(h,kl)lin(0,0) f(xo th, Yot k= f(xo’ yO) < (h.kl)lin(0,0) (f(xo th Yor - f(xo, yO)) =0

o (h,kl)lgl(o,O) ‘f(xo + h, yo + k) — f (xo, yo)‘ -0

de sorte qu'on majore : | f(xo+ h, yo + k) — f (xo, yo)‘ par une quantité qui tend vers 0.

Comme pour les études de continuité des fonctions d'une seule variable, on dispose de théorémes usuels qui
permettre de gérer « presque tous les cas » et il ne restera donc que quelques cas ponctuels a traiter.

{ Propositions : Continuité et opérations usuelles }

¢ une combinaison linéaire de fonctions continues sur D est une fonction continue sur D

e un produit de fonction continues sur D est une fonction continue sur D

[f:DcRP —>R] (ot pei2,3})est C*surD
e Si{ [u:IcR—R]estCsurl alors uo f est C° sur D
fD)cl

¢ Linverse ou un quotient de fonctions continues sur D est continue sur D si le dénominateur ne s’y annule pas.

t— =

1 1
Linverse est un cas particulier de composition ? =uofoluu= . Le quotient est un produit : ! =fx—
8

g

Les preuves s’appuient sur la définition de la limite et sont similaires aux cas d'une seule variable vu en PTSI.
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CHAPITRE VIII FONCTIONS DE DEUX OU TROIS VARIABLES

Nous appliquerons les théorémes usuels a partir de fonctions de référence dont on connait la continuité :

Exemples de référence |: (on présente les résultats pour 2 variables mais ils s’adaptent facilement pour 3 variables)

* Les projections [(x, y) — x] et [(x, ) — y] sont C° sur R?.

On applique le point 1. et 3. de la méthodologie :

Si p = [(x, y) — x], alors, pour tout (xg, o) € R2: |p(xo + h, yo+ h) — p(x0, Yo)| = [(x0 + h) — xo| = | A m 0

Preuve analogue pour I'autre projection g = [(x, y) — yI.

* Les fonctions mondmes [(x, y) — x"*y"*] olt (m, n) € N? fixés sont C° sur R?
Sif=I[(x,y)—x"y™ alors f=px---xpxqgx---xqdoulerésultat par produit de fonctions continues.

-~ -~

n fois m fois

* Les fonctions polyndmiales (i.e. les combinaisons linéaires de fonctions monémes) sont C° sur R2.

par combinaison linéaire de fonctions continues.

Il reste a utiliser les théorémes usuels sur ces fonctions de référence pour justifier la continuité en général.

] SUITE EXEMPLE N° 1 \ Justifier la continuité des applications de I'exemple 1 sur leurs domaines de définition

e [(x,7) — xy] et [(x,y) — x>+ y?] sont C° sur R? car polyndmiales et x> + y? # 0 sur D; = R? — {(0,0)} donc, par
quotient, f; est C° sur D
e On rappelle que f; est définie sur le domaine D, qui est le demi-plan de frontiere y = —x contenant (1, 1) privé
des deux axes du repere.
[(x,) — x+ y] est C° sur R? donc aussi sur Dy
u=[t— 1] est C°sur [0, +00[ = [(x,y)— /x+y]est C° sur D, par composition.
V(x,y) €Da,x+y=0
[(x,) — x?y] sont C° sur R? car polynomiales et xy # 0 sur D, donc, par quotient, f; est C° sur D,

* Onrappelle que f; est définie a I'intérieur du cercle unité (centre O, rayon 1) bord exclu.
[(x,) — 1 —x%— y?] est C° sur R? donc aussi sur D3
u=[t—Int] est C°sur]0, +ool = f; est C° sur D3 par composition.
V(x,¥) €D3,1—x2—y2>0

e Onrappelle que D4 = R2 — {(0,0)}

2xy
x%+y?

Par quotient de fonctions polynémiales, |v: (x,y) — est CO sur R% — {(0,0)} car x2 + y2 #0

vest CY sur Dy
Arcsin est C¥sur [-1,1] = f; est C? sur D, par composition.
V(X,J/) € D4) U(.X:) € [_1) 1]

Lorsqu'il reste des points non pris en charge par les théoremes usuels, on peut :

- nier la continuité en ces points lorsqu’on trouve des directions particuliéres o1 il n'y a pas continuité (on vérifie la
continuité des applications partielles et on pourra utiliser les indications du sujet pour obtenir de telles directions)
(cf Exemple n°2)

- prouver la continuité en ces points par des majorations (cf méthodologie a suivre et Exemple n°3)
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CHAPITRE VIII FONCTIONS DE DEUX OU TROIS VARIABLES

] EXEMPLE N° 2 \ Etudions la continuité des applications suivantes: g(0,0) = 2(0,0) =0 et, pour (x, y) # (0,0) :

[x]+ 1yl By
R = — t h R =
g(x,y) 11y e (x,9) 12

1. Justifier la continuité de g et h sur R? — {(0,0)}

« La fonction h est un quotient de deux fonctions polynomiales avec celles au dénominateur qui ne s’annule
pas sur R2 — {(0,0)} aussi on peut dire que & est continue sur R2 — {(0,0)}

e De méme, u ou u(x,y) = |x|+|yletvou v(x,y) = 5e2 - |y| sont continues sur R? par somme et elles sont a
valeurs positives. La fonction racine est continue sur [0, +oo[ donc [(x, y) — \/|x] +|yl] est continue sur R?.

u
De plus, v(x, y) # 0 sur R? — {(0,0)} aussi le quotient f = — est continue sur R? — {(0,0)}
v

2. En examinant la limite ltiné g(0, 1), conclure sur la continuité de g en (0,0).

VIt 1 , . . , o . ,
g(0,1) = T = o +00 donc g n'est pas continue en 0 puisque 'une des applications partielles n’est pas

continue
3. a. Justifier que les applications partielles de & sont continues en (0,0).
h(t,0) =0 0 0=h(0,0) et h(,t) =0 " 0 = h(0,0) aussiil y a continuité des deux applications
partielles en (0,0)

b. Déterminer lir% h(t,13). Lafonction h est-elle continue en (0, 0)?
—

Bx 1 1
h(t,t) = =— — #0 aussi h ne peut pas étre continue en (0,0) car (¢, 3) — (0,0) et la conti-
t5+16 2 1—0 2 =0

nuité de & en (0,0) aurait imposé ltir% h(t, t3) = h(0,0)

]

Méthode : Etudier la continuité d’'une fonction de plusieurs variables

¢ On commence par appliquer les théorémes usuels.

* Pour les points ou f est définie non pris en charge par les théoremes usuels, on fait une étude ponctuelle.

On ramene le probleme en (0,0) lorsqu’il ne I’est pas. On examine (souvent de téte) quelques directions particu-
lieres classiques pour éventuellement nier la continuité. Si toutes fonctionnent,

il reste a majorer | f(xo + h, yo + k) — f (xo, yo)’ par une quantité qui tend vers 0 :

— soit en majorant astucieusement

h= 0
— soit en utilisant un passage en coordonnées polaires : { = :;onse et (hk)—(00<r—0
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CHAPITRE VIII FONCTIONS DE DEUX OU TROIS VARIABLES

EXEMPLE N° 3 \ Etudier la continuité de f définie sur R? par I'expression f(x, y) (si elle n’existe pas f(x,y) =0) :
22y x-Dy+1? Y
1 ) = 2 , = 3 , = —
) f(x,¥) e ) fx,y) -2+ (s 17 ) f(x, ) N
1. [(x,y)— x*y] et [(x,y) — x>+ y?] sont C° sur R? et x> + y* = 0 < (x, y) = (0,0) aussi, par quotient,
f est CO sur 2 = R? — {(0,0)}. Pour I'étude ponctuelle en (0,0), on majore ‘f(x, y)—f(O, 0)‘ =|f(x, y)l

Pas besoin de ramener le probleme en (0,0) puisqu’il y est déja...

f(0,0) =0 car, d’apres le sujet, « f(x, y) = 0 si 'expression donnée n’existe pas en (x, y) »
2 2

X
=|y| x 2107 <|yl 0 enremarquant: x%<x*+)*

<1
(x,)—(0,0) X2+ y?

Méthode n° 1: |f(x, y)| =

X%+ y?
<1
Méthode n° 2: on pose x = rcos0 et y = rsinf avec r — 0 et 0 € R quelconque
<1
——~—
3| cos®0sin O]
<

<r 0
r2 r—0

|f(x,y)| = |f(rcos@,rsin6)| =

Conclusion: f est aussi C° en (0,0) donc finalement | f est C° sur R?

2. Par les théoremes usuels, f est Colsur =R%2—{(1,-1)} ot (x=1)%+ (y+ 1)2 #0.
On meéne une étude ponctuelle en (1,—1) en majorant |f(1+h,—1+k) - f(1, —1)‘ =|fA+h-1+k)|

f(1,-1) =0 car, d’apres le sujet, « f(x, y) = 0 si'expression donnée n’existe pas en (x, y) »

EE k? . 2
fA+h-1+k)|= = |hk| x <|hk| — 0 Conclusion:| f est COsurR
| | h? + k? h? + k? h—0 L

<1 :
r*]cosOsin®0]
<r 0
r2 r—0

On peut la encore passer en coordonnées polaires: |f(1 +rcos0,—1+rsin 6)| =

3. [(x,y)— yz] est C? sur R?2
[(x,))— x%+ yz] estCOsurR%et: x2+ y2 >0 (x, )€U = R2 — {(0,0)}.
Par composition, [(x, y) — \/xZTyZ] est CO sur % et ne s’y annule pas. Par quotient, f est CO sur %.
On mene une étude ponctuelle en (0,0) en majorant ) fx,y)- f(O, 0)‘ =|f(x, )|

f(0,0) =0 car, d’apres le sujet, « f(x, y) = 0 si 'expression donnée n’existe pas en (x, y) »

iyl VP

Méthode n° 1: ‘ fx, y)‘ = = lyl <yl 0 enutilisant |y| = y/y? astucieusement
<
<! r2|sin® 0|
Méthode n° 2: En passant en coordonnées polaires |f(x, y)| = |f(r cos0, rsin 6)| = <r 5 0
— r r—

La encore, on peut conclure que | f est C? sur R?

8/19 LEROY - PT Paul Constans



CHAPITRE VIII FONCTIONS DE DEUX OU TROIS VARIABLES

Enfin, on admet la généralisation du résultat bien connu pour les fonctions continues sur un segment :

W Proposition : (ADMIS) }

Toute fonction réelle continue sur une partie fermée et bornée de R” (ou p € {2,3}) est bornée et atteint ses bornes.

Ce résultat sera bien utile, en particulier, lorsqu’on étudiera les problemes d’extrema (maximum ou minimum)
d'une expression a plusieurs variables (plus tard dans 'année en application du théoreme spectral)

II) Dérivées partielles du premier ordre et classe C'

II-1) Dérivées partielles d’ordre 1 et gradient

Dans la suite du cours, on va définir les notions pour une application f a valeurs réelles définie sur un ouvert %
de R? (c’est a dire qu’on travaille avec 2 variables) mais les définitions s’étendent sans difficulté a2 une application
f avaleurs réelles définies sur un ouvert % de R3 (lorsqu’il y a 3 variables)

{ Définition : dérivées partielles du premier ordre %

f:UcR? — R

%y — [y définie sur un ouvert % de R? et un point ag = (xo, ¥o) de %, on dit que :

Etant donné

e f admet une dérivée partielle en g, selon la premiére variable (ou plus simplement selon x)
lorsque I'application partielle [x— f(x, yo)] est dérivable en x. (resp. [x — f(x, yo, 20))| est dérivable en xo).

0
On note alors a—f(ao) cette dérivée si elle existe (autre notation 0; f(ap)) .
X

* f admet une dérivée partielle en g, selon la seconde variable (ou plus simplement selon y)
lorsque I'application partielle [y — f(xo, y)] (resp. [y — f(x0, ¥, 20))| est dérivable en yp).

0
On note alors a—]; (ap) cette dérivée si elle existe (autre notation 0> f (ay)).

Lexistence d'une dérivée pour une fonction d'une variable est reliée a I'existence de la limite d'un taux d’accroissement donc

{ Caractérisation : Dérivées partielles par les taux d’accroissement }

f:UcR? — R

6y — f6y) définie sur un ouvert % de R? et un point ag = (xo, o) de %,

Etant donné

fGo+hyo) = f(Xo0,y0) _Of

e f admet une dérivée partielle selon x en ay si  lim a(xo, ¥o) existe dans R

h—0 h

y h - ’ a i
f(xo, yo+ }); Fxo yo) _ a—f(xo,J/o) existe dans R
y

e f admet une dérivée partielle selon y en ay si ]llim
—0

0 0
Pour a—f, la variation dans le taux d’accroissement porte uniquement sur la variable x. Situation analogue avec y pour a—f
X y

Remarque : Si [ f:%c R3 — R] définie sur 'ouvert 2 de R?® admet des dérivées partielles en ag = (xo, Yo, 20) € %,

+ h; ) - ’ ) . 0 ’ ) + h - ) )
[ o+ h, Yo, 20) — f (X0, Yo, 20) oubien %(xo,yo,Zo) _ }Zm(l) f (x0, Y0, 20 + 1) — f (X0, Y0, Z0)

f .
— (%0, Yo, 20) = lim
(X0, Yo, 20) m

0x h h
{ Définition : Applications dérivées partielles %
Si [ f:c R? — R] définie sur 'ouvert  de R? admet des dérivées partielles en tout point de %, on définit les

0
ﬁ:@/ch ~ R —f:%cu%zz - R

. e, . dx oy

applications dérivées partielles of et of
x,y) — a(x, Y) x,y) — a—y(x, Y)
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CHAPITRE VIII FONCTIONS DE DEUX OU TROIS VARIABLES

En pratique,
’ on calcule les dérivées partielles en dérivant selon une variable, les autres étant considérées constantes. ‘

sauf ’ pour une étude ponctuelle ou I'existence de la dérivée s’obtient a ’aide de la limite d'un taux d’accroissement. ‘

| EXEMPLE N° 4 |

1. Déterminer les applications dérivées partielles de f si f(x, y,z) = xyz?

3 0 0
2. Etudier I'existence de —f(O, 0) etde —f(O, 0)
0x oy
3

a) f(x,y) = xszyZ si(x,y)#(0,0)et0sinon  b)f(x,y) = (x*>+ y)In(x*+ y?) si (x, y) # (0,0) et 0 sinon

1. Les applications partielles obtenues en laissant libre une variable et en fixant les autres sont toutes dérivables
sur R donc f admet des dérivées partielles sur R>.

On remarque que les variables x et y ont un role symétrique dans I’expression f (x, y, z) donc la dérivée partielle
en x est la méme que la dérivée partielle en y en échangeant les roles de x et y:

0 0 0
Y (x,y,2) € R3, é(x, y,2) = yz?, a—f(y, x,2) = xz% et a—]zc(x, V,2) =2Xyz

y
2. Il s’agit cette fois de déterminer des dérivées partielles ponctuelles (cad en un point donné) donc on revient a

la définition avec les taux d’accroissements:

a. On étudie la limite en 0 de:
l’3
t,00— (0,00 =-0 ¢ 0
F(50-10,0 _ = = — ——1donc —f(0,0) existe et vaut 1
t t 3 -0 0x

0,1)— (0,00 0-0 0 :
f0,9-f0,0 _ =0 0 donc —f(O, 0) existe et vaut 0
t t t—0 oy

b. On étudie lalimite en 0 de:
f(£,0)= 0,00  #*In(t*) -0

0
= tIn(¢?) = 0 (croissance comparée) donc é(o, 0) existe et vaut 0

t
0,1)— £(0,0) tIn(t?) -0 0
F0,9-10,0 = n(e’) =In(#?) — —oo donc —f(0,0) n’existe pas
t t t—0 oy
{ Définition : Gradient }
Si [ f:%c R2 — R] définie sur 'ouvert 2 de R? admet des dérivées partielles en ag = (xp, yo) € %,
0
—f(do)
le gradient de f en ay est le vecteur de R? noté grad f (ag) = a;ﬁ (parfois noté V f(xy) en Physique-Chimie)
@(Cl())
Remarque : Si [ f:%c R3 — R] définie sur 'ouvert 2 de R? admet des dérivées partielles en ag = (xo, Yo, 20) € %,
ﬂ( )
0x 0
le gradient de f en ag est le vecteur de R3 : V f(xo) = grad f (ag) = %(ao)
of
&(do)
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CHAPITRE VIII FONCTIONS DE DEUX OU TROIS VARIABLES

II-2) Fonctions de classe C!

Commencons par la définition qui n’est pas sans rappeler celle vu pour le cas d'une seule variable réelle :
\

Définition : Fonction de 2 ou 3 variables de classe C' |

Si p €{2,3} et si % est un ouvert de R”,
[f:% <RP —R] est de classe C! sur % si f admet des dérivées partielles qui sont continues sur %.

Bien sir, on dispose toujours de théoremes usuels :

]

Propositions : Classe C! et opérations usuelles

Si p € {2,3} et si % est un ouvert de R”,

e une combinaison linéaire de fonctions de classe C! sur %/ est une fonction de classe C! sur %
* un produit de fonction de classe C! sur % est une fonction de classe C! sur %

[f:% cRP —R] (ot pe{2,3}) est C! sur %
e Si{ [u:IcR—R]estC!surl alors uo f est C! sur %
fl)cl

* un inverse ou un quotient de fonctions C! sur % est C! sur % sile dénominateur ne s’annule pas.

ainsi que de fonctions de références sur lesquelles nous appliquerons nos théorémes :

Exemples et contre-exemples de références :

« | Toutes fonctions polynémiales est C! sur R?

e Lapplication f donnée par:f(x,y) = xszyyz si (x,y) # (0,0) et £(0,0) = 0 admet des dérivées partielles sur R?.

En effet, f est C! sur R? - {(0,0)} par quotient sachant x*>+ y*> #0 et: Y(x,y) # (0,0)

of Y&+ -2x%y  y(F —x%) . ) of x(x* - y?)
a(x, y) = 21 y2)2 = 21 y2)2 et, par symétrie desrolesde x et y : a(x, y) = m

of .
0 0 donc —(0,0) existe et vaut 0
0 0x

[—

En (0,0) f(t,0)—f(0,0) _ 0-0 _

- . of .
et, par symétrie des roles de x et y, 6(0, 0) existe et vaut 0

Ainsi, f admet des dérivées partielles sur R?> pourtant f n’est pas C° sur R?

21 1
En effet, f n'est pas C% en (0,0) : f(t,1) = — == —— — #0
frestp OO n=55=5 7537

Lexistence des dérivées partielles n'entraine pas la continuité de I'application s’il y a plusieurs variables

La situation est donc différente du cas o1 il n'y a qu'une seule variable ol on sait

[f:1cR— R] est dérivable sur I = f est C° surl
Cela rappelle qu'une dérivée partielle n’est pas une dérivée...Elle ne donne que de I'information partielle.
Fort heureusement, on aura quand méme :

( Proposition : la classe C! entraine la classe C°
S

i[f:% cR*— R] estde classe C' sur % alors f est aussi C° sur %

Ce résultat est une conséquence de la formule de Taylor-Young pour les fonctions de deux variables présentée
dans le paragraphe suivant.
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CHAPITRE VIII FONCTIONS DE DEUX OU TROIS VARIABLES

II-3) Développement limité a U'ordre 1

{ Théoreme : Formule de Taylor-Young a l'ordre 1 pour les fonctions de 2 ou 3 variables (ADMIS) }

Soient p € {2,3} et % est un ouvert de R”,
si [ f:UcRP — IR] est de classe C! sur % alors f admet un développement limité a I’ordre 1 en (xo, yp) € % :

0 0
esip=2:f(xo+h,yo+k)=f(x0,y0) + hé(xo,yo) + ké(xoyJ/o) +o(l(h,k))

0 0 0
esip=3:fxo+h,yo+k,zo+1)= f(x0,¥0,20) + hé(xo,yo,zw + k%(xo,yo,z()) + la—];(xo,yo,ZO) +o(ll(h, k, D))

Remarques et commentaires :

» D’abord, précisonslanotionde o: o(||(h,k)|) = Vh? + k?¢c(h, k) ot e(h, k) o0

et,deméme: o(|(h kD) =Vh?+k?+1%2e(h,k,l)ouelh,k,])

(h,k,)—(0,0,0)
* Ensuite, cette formule permet bien de prouver la continuité de f en (xy, o) :

fxo+h, yo+k)— f(x0,y0) = h—f(xo,J/o)+7€—f(x0,J/0)+0(||(h 1911)]

(h,k)—(0,0)

aussi on a bien " kl)lmo 0 fxo+hyo+k)=f (xo, ¥o) autrement dit f est continue en (xo, yo)

* C’est ce que vous utilisez en Physique-Chimie quand vous avez une grandeur f = f(xi,...,x,) qui dépend de
plusieurs parametre xl, xg, ., Xp et que vous écrivez :

0, (x )+0 af(x )+0=0
X— X — =
5 0, Yo ay 0, Yo

df = Z dx, pour mesurer 'erreur  f(x; +dxy,..., x, +dx,) — f(x1,...,Xn)

* Application pour les courbes planes

— Pour une fonction d’une variable de classe C! au voisinage de xp, on peut écrire un DL (0) :
fxo+h) = f(xo) + hf'(x0) + o(h) & f(x) = f(x0) + (x = X0) f' (x0) + 0(|x — Xol)
et on rappelle que :

¥y = f(xp) + (x — x0) f'(x0) est une équation cartésienne de la tangente en Mo(xo, f (xo)) de la courbe €¢: y = f(x)

— Pour une courbe plane I d’équation cartésienne f(x,y) =0 ot f est de classe C! sur %,

0 0
on peut écrire un DL; (0) enun point MgdeI':  f(xo+h,yo+ k) = hé(xo, Yo) + k%(xo, yo) +o(ll(h, k)
f(x0, ¥0) = 0 puisque M, est sur la courbe
of of
ouencore  f(x,y) = (x=x0) 3- (X0, yo) + (¥ - yo)a(xo,yo) + 0(|| (x — X0, Y — Yo) II)

Or, on rappelle que::
Si My est un point régulier de I (cad grad f (xo, o) # (0,0) ) alors

of of N - :
(x— xo)a(xo, Yo)+ (¥ — yo)a—(xo, ¥o) =0 donne une équation cartésienne de la tangenteen Mg aT': f(x,y) =0
y

grad f(xo, yo) dirige la normale a I', c’est un vecteur normal de la tangente a I' en My (x, yo)

~—t

e
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CHAPITRE VIII FONCTIONS DE DEUX OU TROIS VARIABLES

]

Méthode : Etudier la classe C! d’une fonction de plusieurs variables

On commence par appliquer les théoremes usuels.

Pour les points ou f est définie mais qui ne sont pas pris en charge par les théoremes usuels (appelé points
«litigieux »), on étudie I'existence des dérivées partielles par une étude ponctuelle (taux d’accroissement)

on précise alors les applications dérivées partielles (avec un calcul usuel de dérivées selon une variable les autres
étant constantes pour les points non «litigieux »)

on vérifie la continuité des dérivées partielles aux points «litigieux »

| EXEMPLE N° 5| Préciser si f est de classe C! sur R? lorsque

x ) . .
1) flx,y)= szyz si (x,y) #(0,0) et £(0,0)=0 2) f(x,y) = xyIn(x? + y?) si (x, y) # (0,0) et 0 sinon

Pour 2), on pourra écrire (x, y) = (r cos0, r sin0) et remarquer que (x,y) — (0,0) ©r —0

1. Par quotient de fonctions usuelles, f est C! sur R% - {(0,0)} puisque X%+ y2 #0.

On vérifie les hypothéses lorsqu’on utilise un théoréme usuel de quotient ou de composition.
Pour (x, y) # (0,0): On calcule les dérivées partielles la ou s’applique les théoremes usuels
of 3x2(x%+y?) -2x*  x*(x*+3y?) of -2x3y
3o = 2. 22 T T 21 202 S, 0N =5
0x (x%+y°) (x%+y°) oy (x%+y°)
On étudie I'existence des dérivées ponctuellement aux points non pris en charge par les théoremes usuels (cad ici en (0,0)

En (0,0), on a déja étudier |'existence des dérivées partielles dans I'’exemple 4 précédent:

of of

les dérivées partielles existent en (0,0) et ™ (0,0)=1, a(o, 0) = 0. On connait donc les dérivées partielles:
x(x*+3y%) —2x3y .
%(x, »= W ST (x,y) #(0,0) ot %(x, »= m ST (x,y) #(0,0)
1 si(x,y)=1(0,0) 0 si(x,y)=1(0,0)
Il reste a étudier la continuité en (0,0) de ces dérivées partielles or on remarque que:
a—f(t t)= ifl = L qui ne tend pas vers 0 OU BIEN a—f (0, t) = 0 qui ne tend pas vers 1
oy 4rt 2 ox

Conclusion: | f n’est pas de classe C! sur R? | mais

elle est de classe C! sur R? — {(0,0)} et elle admet des dérivées partielles définies sur R?

Par les théorémes usuels, f est C' sur R? — {(0,0)} car x> + y2 > 0.
On vérifie les hypothéses lorsqu’on utilise le théoreme usuel de composition ici avec In.

of

On remarque que x et y ont un role symétrique donc il suffit d’étudier I'existence et la continuité de " car
0 0 0
celle de % s’en déduit. On obtient 'autre dérivée en échangeant les roles de x et y: % (x,y) = a—]; (3, x)
of 2x%y f(t,00- f(0,00 0-0
2 _ 2, .2 . ’ ) _ —
V(x,y) € R=—{(0,0)}, a(x,y) =yln(x-+y )+szy2 et, en (0,0): ; == =0 P~
2

2x°y
0 0 2, .2, <MY

donc —f(0,0) existe et vaut 0. Ainsi: —f(x, y) = yIn(x™+y%) + 2+ yz si(x, y) # (0,0)
0x 0x . _

0 si(x,y) =1(0,0)

0

0 0
La continuité de a—f sur R? — {(0,0)} est déja établie (puisque [y est C1), on étudie la continuité de a—f en (0,0):
X X

en passant en coordonnées polaire (x, ) = (r cos, r sin6) comme le suggere le sujet alors:

of of 2(rcosB) x (rsin0)

a(x,y)——x(o,m': =

- (rsin0)In(r?) +

= |(rsin6)In(r?) + 2r cos*Hsin |

<|2rIn(r)|+2r— 0
r—0

Conclusion: | f est bien de classe C! sur R?
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CHAPITRE VIII FONCTIONS DE DEUX OU TROIS VARIABLES

III) Dérivées partielles du second ordre et classe C?

{ Définition : Dérivées partielles du second ordre pour une fonction de deux ou trois variables }

Soit [ f : % = R?* — R] définie sur I'ouvert % de R?, on dit que
f admet des dérivées partielles au second ordre en (xg, o) € % lorsque

of

0
e f admet des dérivées partielles a—f et — définies au voisinage de (xy, yo)

X y
of 0of ) o .
J 3r et —y admettent également des dérivées partielles en (xo, yo)

Dans ce cas, il y a quatre dérivées partielles secondes :

sz 0 (of 2 0 (of
@(XO,J’O) = a (a) (X0, ¥0) ayax(XO,J’O) = @ (a) (X0, ¥0)
02 0 (of 62f 0 (of
Gxay(xo’yO) = 3¢ (a) (x0, yo) a—yz(xo,J/o) = @ (a) (X0, Yo)

2 af2
(X0, Y0), 0% f(x0,¥0) = a—xz(xo,yo),---

Remarque : on rencontre parfois les notations : 0102 f (X9, yo) = 370
X0y

On généralise, sans difficulté, cette définition au cas des fonctions de trois variables :

[ f:UcCR — R] définie sur I'ouvert % de R® admet des dérivées au second ordre en ay = (xo, ¥o, 20) € % si elle
possede des dérivées partielles a I’ordre 1 définies au voisinage de ay qui possedent des dérivées partielles en ay.

Remarque : s’il y a trois variables, on comptabilise 9 dérivées partielles secondes

]

Définition : Classe C? pour une fonction de deux ou trois variables

[f:% <RP — R] est de classe C? sur I'ouvert % de R” (ot p € {2,3}) si elle admet des dérivées partielles secondes
définies sur % et qui sont continues en tout point de %.

]

Proposition : Classe C? et opérations usuelles

Les opérations usuelles sur les applications (combinaison linéaire, produit, composition, quotient)
avec les hypotheses habituelles sont compatibles avec la classe C2.

]

Proposition : Classe C> = Classe C!

Si [f: % <R? —R] est de classe C* sur % alors f est aussi C! sur

] EXEMPLE N° 6 \ Justifier que [f : (x, y) — cos(xy)] est de classe C2 sur R? et calculer les dérivées partielles seconde.

[(x,7) — xy] est C? sur R? et cos est C? sur R donc, par composition, [(x, ) — cos(xy)] est C? sur R?.

De plus, on note que f(x,y) = f(y,x) (cad que x et y ont un role symétrique)
2 2

(x,y) = —sin(xy) — xycos(xy)

02 f 62f
xy)= 0y0x

V(x,y) € R?, %(x, ¥) = —ysin(xy) puis %(x, y) = —y2 cos(xy) et

0y0x
i Of o df *f o f
Par symétrie: o (x,y) = ox (y, x) = —xsin(xy), 572 (x,y) = ox2 (y,x) = —x“cos(xy) et By

(y,x) = —sin(xy) — xycos(xy)

{ Théoréme : Théoréme de Schwarz (ADMIS) }

frUcRPF — R
(xly---)xp) — f(XI,---,xP)

Si est de classe C? sur 'ouvert 2 de R ot p € {2,3} alors:

0? 02
f (@) = f
axiaxj axjax,-

Vaeu,V(i,j)ell,pl? (@)

Ce théoréme permet de gagner du temps en calcul mais il est aussi en général utilisé pour nier le caractére C2.
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Méthode : Négation du caractere C> pour une fonction de deux variables

Soit [ f:c R? — IR] admettant sur 'ouvert % de R? des dérivées secondes,
2 2

si on trouve (xp, o) avec m(xo,yo) # dy0x

(X0, yo) alors f n’est pas C? au voisinage de (xo, yo)

’ EXEMPLE N°© 7 ‘ Le contre-exemple proposé par Schwarz en 1873

On donne la fonction f définie sur R? par: f(x,y)=0sixy=0 et f(x,y)=x?Arctan Y_ y? Arctan i sixy#0
X y

1. Montrer que f est admet des dérivées partielles a I'ordre 1 sur R?.

Tout d’abord, il s'agit de bien lire la question: on ne demande de justifier que l'existence, pas de les calculer!

0 0
e Onremarque que: f(y,x) =—f(x,y) aussilexistence de % sur R? assure celle de a—j; vu que:

of __%
) (x,y) = Fy” (y,x)

« Par les théoremes usuels (composition, produit et CL), f est C! surl'ouvert = (R*)%2 ol1 x # 0 et y#0

0 0
donc les dérivées partielles a—f et a—f existent sur % = (R*)?
X y

0x

0 0
« Il reste a étudier I'existence de —f aux points (a,0) et (0, a) avec a € R. On obtiendra I'existence de a—]; en ces points a

l’aide de 'argument de symétrie déja évoqué.

Une étude ponctuelle d’existence de dérivée partielle se mene a l'aide de la limite d'un taux d’accroissement:

h,0)— (0,0 0-0 0 .
En (a,0): flat )= (0,0 = =0 0 donc —f(a, 0) existe et vaut 0.
— h h h—0 0x
- of of . of
Avec la symétrie, ona aussi ——(0,a) = ———(a,0) existe et —(0,a) = 0.
oy 0x oy
_ 2
En (0,a) ou a #0: w = hArctanE — a—Arctan— — —a
h h h a h—0
—_—— —_———
""'Sglh'—’h_o 0 a h
~h—0? Xzﬂz—oﬂﬁa
0 0 0 0 0
donc —f(O, a) existe et vaut —f(O, a) = —a et, par symétrie: —f(a,O) = ——f(O, a) existe et —f(a,O) =—(—a)=a.
0x 0x oy 0x oy

0siy=0

——|of of . > of :
| Conclusion || = et — existent sur R° |[etona: —(x,y)=< —ysix=0 et
0x Oy 0x

2sixy#0

o, | 37"
ay )y - y_

2sixy#0

Remarque 1: Lexercice ne demande pas de préciser la valeur des dérivée donc justifier 'existence suffit.
Remarque 2: Si, par contre, la question est « f est-elle de classe C! sur R? 2 », il faudrait alors étudier la continuité des

of

dérivées partielles.Toujours, par symétrie, il suffit d’étudier la continuité de —.

Comme on sait aussi que f est C! sur %,

5%
il s’agit d’étudier la continuité en (a,0) et (0, a). Il y a donc beaucoup plus de travail !

2. Montrer que f n'est pas C2 sur R?. On pourra comparer les dérivées croisées en (0,0).

of of
—(h,0)— =—(0,0
| o f oy " 5?0 ?f |
Existence et calcul de (0,0): = =1 1 donc (0,0) existe et vaut 1
0x0y h h t—0 0x0y
0 0
2 a—f(O,h)—a—f(0,0) “h-0 2
Existence et calcul de (0,0): X X = =-1 —1 donc (0,0) existe et vaut —1
0y0x h h t—0 0y0x
02 f 02 f - 2 . N P
Comme (0,0) # (0,0),| f ne peut pas étre C* au voisinage de (0,0) |a cause du théoreme de Schwarz.
0x0y 0y0x
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.. Of of . , X . , . . .
Remarque 3: Le calcul des dérivées ™ (x,y) et 3 (x,y) si xy # 0 n'est, 1a aussi, pas nécessaire pour traiter la question !
X y

IV) Généralisation pour les fonctions deR” dansR" oivtp € {2,3} et n € {2,3}

Dans le chapitre I, on a vu qu’'on obtient les limites, la continuité et la dérivabilité d'une fonction vectorielle
[ f:IcR — R

De méme, on étend toutes les propriétés des fonctions réelles de 2 ou 3 variables aux fonctions vectorielles.

par I'intermédiaire des fonctions réelles [t — f;(#)] (fonctions coordonnées).

{ Définition : Fonctions coordonnées d’une application de R” dans R” }

f:UcRP — R”
(xl)---)xp) — (fl(xl)---7xp))---7fn(xl)---)xp))
les applications [ f; : % < R? — R] sont appelés les fonctions coordonnées de f.

Soit définie sur 'ouvert Z de R?,

Définitions : Limite, continuité , dérivées partielles, classe C! et C> d'une application de R” dans R"
f:UcRP — R"
(xly---)xp) = (fl(xly---;Xp);---;fn(X1;---;xp))

]

Soit définie sur 'ouvert % de RP,

f admet une limite en a € U lorsque les applications coordonnées admettent chacune une limite en a et alors

lim f(xl,...,xp):( lim Hlxy,..xp),..0, lim fn(xl,...,xp)) est un vecteur de R”
(X1, Xp)— a0 (X1)eerXp)—ao (X1)ee0Xp)—ag

f est continue en a € % lorsque les applications coordonnées sont toutes continues en a

f est continue sur % lorsque les applications coordonnées sont toutes continues en %

f admet une dérivée partielle selon la variable x; en a € % lorsque toutes les applications coordonnées ad-

0 0 0
mettent une dérivée partielle en a selon la variable x;. On définit alors —f(a) = (j (a),..., ﬁ(a)) eR"
ax]' ax]' ax]'

Si f admet une dérivée partielle selon xjen tout point de %, on définit la fonction vectorielle dérivée partielle de

0
f selon x; par of 1 U CRP —R"
ax]'
f est de classe C! sur % lorsque toutes les applications coordonnées sont de classe C! sur %

f admet des dérivées partielles secondes sur % lorsque toutes les applications coordonnées admettent des dé-
2 0 0
(a) = ( f 1 f n

axiaxj (Cl),.. ’

axiax]- ' axiaxj
f est de classe C? sur % lorsque toutes les applications coordonnées sont de classe C? sur %

rivées partielles secondes sur %/. On définit alors (a)| € R” pour tout a € %

fiRE — R
(u,v) — (u,v,ue”)

1. Justifier que f est de classe C! sur R? et préciser ces dérivées partielles.

| EXEMPLE N° 8| On considere

Les applications coordonnées [f : (u,v) — ul, [f>: (4, v) — vl et [f3: (i, v) — ue’] sont de classe C! sur R? par
les théoremes usuels.

of of
2 — v — v
V(v eR?, =, v) (1,0,€") et LY (0,1, ue”)

2. Justifier 'existence et déterminer les dérivées partielles secondes.

Les applications coordonnées sont aussi de classe C? sur R? par les théorémes usuels ce qui assurent I'existence
des dérivées au gecond ordre. ) ) X
0 o°f o°f

o°f
V M RZ, ) = ) ) ) ) = ) ) v ) = ) ) v =
(u,v) € 5z ) (0,0,0) 5,2 W V) (0,0,ue’) et ) (0,0,€")

16/19 LEROQOY - PT Paul Constans
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V) Dérivées de fonctions composées

V-1) Dérivée selon un vecteur

Considérons une application [ f : % < R*> — R] est de classe C! sur 'ouvert % de R? et a = (a1, a) € %
Nous avons vu la définition des dérivées partielles :

g(a) =lim,_ fla+t, ‘;ZE;f(dl, az)

X t
ou il s’agit de faire un taux d’accroissement en se déplacant respectivement « dans la direction du vecteur (1,0) »

0 ) ap,a»+1t)— flay,a ) a+1t0,1)) - f(a)
—f(a):hmt_,of(l 2+ 1) — fla 2):11 t_}()f( )-f
oy t-0 t
ol il s’agit de faire un taux d’accroissement en se déplacant respectivement « dans la direction du vecteur (0, 1) »
Généralisons « en se déplacant dans la direction d'un u = (u;, up) »

fla+tuw) - f(a) _ flar + tuy, ax + tup) — f(ay, az)

fla+t1,0) - f(a)

= limt—>0

t r
Utilisons la formule de Taylor-Young puisque tu = (tu;, tuy) — (0,0) :

0 0
flay + tuy, az + tup) = flay, az) + (tu1)a—f(a) + (tuz)—f(a) +o(ltull) carlltull = v/ (fu1)?+ (tuz)? = |tll ull
X ay ——

o(t)
(tu )af(a)+(tu )af(a) +0o(1)
fla+tw- f(a Y ox ?dy of
de sorte que : = =u7—(a)+ upy——(a)+o(1)
t t 0x oy
Lorsque t tend vers 0, ce taux d’accroissement a une limite qui est

of of
5 -(a)+ uz@(a) =(Vf(a),u)

(produit scalaire du gradient avec le vecteur u)

Si [f 1Y RS — IR] est de classe C! sur I'ouvert % de R3 et a = (ay, a», az) € U, on obtient, en adaptant le raisonne-
ment précédent, que le taux d’accroissement a une limite pour tout choix de vecteurs u = (uy, Uz, us) :

fla+tu)— f(a) _ flay +tuy, az + tuy, az + tuz) — f(ay, az, az) ulg(a)+uzg—];(a)+u3%(a):<Vf(a),u>

t t t—0 ox

Théoreme : dérivées d’'une fonction de plusieurs variables selon un vecteur %

Si [f:% <RP —R] estde classe C! sur 'ouvert % de R (ou p e (2,3) et a € %

alors on dit que f admet une dérivée selon n'importe quel vecteur u de R? car
a+tu)—f(a
lim S ) — f(a)

t—0 t

= {Vf(a) , u) (produit scalaire du gradient avec le vecteur u)

V-2) Dérivée d’une fonction [t — f(x(1),...,x,(1))]

On considere :
e une fonction [f: % < R? — R] est de classe C! sur 'ouvert % de R” (ou p € {2,3}

* une fonction vectorielle [y : 1< R — RP] de classe C! autrement dit, si Y(¢) = (x1(2),..., x,(#)) alors les applica-
tions [x; : I < I — R] sont toutes C!

e onsuppose que: Ve, y(t) = (x1(0),...,x,(1)) €%

ainsi on peut définir une fonction a valeurs réelles de la variable réelle définie surI: foy = [ t— f(x1(0),..., xp(t))]

On souhaite étudier la dérivabilité de f o ¢ et, si c’est possible, calculer (f o Y)’(t).
D’un point de vu géométrique, [t — Y(f)] est une courbe paramétrée dessinée dans R” et on recherche la dérivée
de f le long de cette courbe.
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(foy)(t+h)—(foy)(1)

1
=  —|fla@+h),...,xpt+h) - f(x1(0),...,x5(0)
h

h
1
= E[f(xl(t)+hxi(t)+o(h),...,xp(t)+hx;,(t)+0(h))—f(xl(t),...,xp(t))]
car x; de classe C! au voisinage de ¢ donc xx (¢ + h) = xx(f) + hx;C(t) +o(h)
—_——
o 0
NS N of ot (B! of
= |3 (hxl(t)+0(h))ax1 (x1(0),..., xp(0)) + +(hxp(t)+0(h))axp (x1(),..., xp(D))
+0(”(hxi(t)+o(h),...,hx;,(t) +o(h))||) ] en utilisant le DL; de f
~o(h)
0 0
= xi(t)a—i(xl(t),...,xp(t))+--~+x;,(t)£(x1(t),...,xp(t))+0(1)
. . 2. ! 2 / af /
Ainsi: f oy est donc dérivable surlavec: Vrel, (foy)'(r) = in(t)a—(xl(t),...,xp(t)) =(Vfiy(®),Y®)
i=1 2

(produit scalaire entre le gradient en y (1) et le vecteur dérivé y' (1)
et, méme, f oy estde classe Clsurl puisque la dérivée est continue sur I

V-3) Dérivées partielles de [(u, v) — f(x(u,v), y(u, v))]

On consideére maintenant :

¢ une fonction [f ‘Y cRE— R”] est de classe C! sur 'ouvert  de R et n € {1,2,3}

e des fonctions [x:7 <R* —R] et [y: 7 <« R* — R] de classe C' sur I'ouvert 7 de R

e onsuppose que:V(u,v)e’, (x(u, V), y(u, v)) €U

ainsi on peut définir @ = [(u, v) — f(x(u, v),y(u,v))] surlouvert ¥ eta valeurs dans R"
Etudions I'existence des dérivées partielles de ® pour (ug, vo) € 7 :

- I'application partielle [u — f(x(u, vo), y(u, vo))] est dérivable au voisinage de uy d’apres le résultat précédent
avec x; = [u— x(u, vg)] et xo = [u— y(u, vy)l. Les dérivées des fonctions x; et x, sont, par définition, des dérivées
partielles selon u de x et de y.

a_x
ou

£

0
(uo, Vo)é(x(uo, vo), y(uo, Vo)) + 3u

Ainsi EL{)(u v)existeet'ag(u Vo) = (u v)g(x(u Vo), v(u v))
Y 0, Vo Yy 0, Vo) = O’OGy 0, Vo), Y{Ugp, Vo

On retient usuellement que : | si ®(u, v) = f(x(u, v), y(u, v)) alors 0 _of x ox + of x Oy
u .81 y = u,v), u, _— R - -
1 a Y ou Ox Ou Oy Ou

- La situation est similaire avec 'application partielle [v — f(x(uo, v), y(uo, v))] au voisinage de vy pour I'étude des

op of ox of 0O
dérivées partielles selon v etona:| — = of xoX of x> Attention a bien comprendre ces formules!
ov 0x Ov 0y Oov
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CHAPITRE VIII FONCTIONS DE DEUX OU TROIS VARIABLES

Personnellement, je reste tres sceptique sur une application directe de ces formules souvent source d’erreurs.
Je préfere grandement I'approche suivante pour dériver selon u dans I'expression ®(u, v) = f(x(u, v), y(u, v)) :

0
-je repére u dans la premiere variable de f qui donne, par composition, le terme i(u, v) x = (x(u,v), y(u, v))

0x
- jerepere aussi u dans la seconde variable de f qui donne, par composition, le terme % (u, v)x @ (x(u, v), y(u, v))
oD 0 0 0 0
soit finalement : a(u, V) = é(u, V) x a—];(x(u, v),y(u,v))+ é(u, V) x a—];(x(u, v),y(u,v))

] EXEMPLE N° 9 \ Soit une fonction f de classe C! sur R?, justifier que g o1 g(x, y) = f(x?y, x+xy) est aussi de classe
C! sur R? et calculer ses dérivées partielles a 'aide de celles de f.

Si u(x,y) = x?y et v(x,y) = x+ xy alors u et v sont des fonctions polynémiales donc de classe C! sur R?
Par composition, puisque f est aussi C! sur R?, g = f(u, v) est bien de classe C! sur R? et :

0 0 0
g(x,y) = f(ux,y),v(x,y)) donc: g(x,y) =2xy xﬁ—i(xzy,x+xy)l+1 +yx@—£(x2y,x+xy1
o d o o
ox a(u,v) ox a(u,v)

0 0 0
et: %(x,y) =22 x é(xzy,x+xy)+qg_,x a—];(xzy,ﬂxy)

u ———— gy ————
=a—” d a—” of
y 3 Y y ay(u,v)

| EXEMPLE N° 10 | Un grand classique!

Pour [f: (x,y) — f(x,y)] de classe C? sur R?, on pose g(r,0) = f(r cos6; rsin0).
Prouver que g est C? sur R? et calculer les dérivées premieres et secondes de g a 'aide des dérivées de f

VI) Exemples de résolution d’équations aux dérivées partielles

Lobjectif du programme est trés limité : apprendre a résoudre des équations aux dérivées partielles (EDP) qu’a
travers des exemples simples et classiques.

VI-1) Résolution par intégrations successives

| EXEMPLE N° 11| Déterminer les fonctions réelles définie sur R? vérifiant:

of of - of __
1) ax(x,y)—O 2) ay(x,y)—xy 3) ox flx,

2xy* + Zx)

4) gradf(x,y) Xy 5 Vf(x,y) Y 6)5) Vf(x,y)

ra X, = X, = X, =
8 Y x+y =10 Y 2yx*+2y
2 , aZf 5
axay(x,y):o ou f € C*(R,R) 8) 3z (x,y)=xy ou f e C*([R,R)

7)

VI-2) Résolution par changement de variables

] EXEMPLE N© 12 \ En utilisant le changement de variable proposé, résoudre sur I'ouvert % I'’équation

0 0
1. xa—f - ya—f =f ou f est C! sur % =]0, +oo[xR en passant en coordonnées polaires
y x
?f 10°*f ) ) u=x—-cy _ . '
2. P ?aTy =0 avec f de classe C* sur % = R~ en posant { v=x+cy (E quation des cordes vibrantes)
02 10 0?
3. (B): —f———f—4x2—f 0 avec f de classe C? sur % =R* x Renposant u=x*—yetv=x>+y

0x? xO0x ay? -
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