CHAPITRE XII ESPACES PROBABILISES

Consigne: Travailler en classe inversée le chapitre.

= W N

CONSEILS METHODOLOGIQUES POUR TRAVAILLER EN CLASSE INVERSEE

Munissez vous du poly, d'un papier, d'un crayon et de surligneurs. L'idée est d’accompagner votre lecture par
I’écrit et par de la mise en évidence en couleurs des points importants.

Les exemples ont vocation a étre chercher d’abord seul avant de consulter la correction.
N’hésitez pas a m’envoyer des questions par mail auxquelles j'essaierai de répondre le plus vite possible.

Je vous propose d’étaler le travail en plusieurs séances.

Les deux premiere séances consistent en un travail de révision du programme de PTSI ou j'insiste sur la rédac-
tion des raisonnements ot il faut étre rigoureux.

Séance n° 1 Rappels de PTSI: vocabulaire de base, formules des probabilités totales et composée

Du début a I'exemple 1 inclus (pages 1 a 7) (Environ 2h)

Séance n°2 Rappels de PTSI : indépendance

Suite de la partie I (aprés 'exemple 1) jusqu’a I’exemple 4 inclus (pages 7 a 10) (Environ 2h)
Vous pouvez réfléchir sur les exercices 0,1 et 2 de la feuille d’exercices

Dans les séances suivantes, on aborde le programme de PT : la premiere séance ne doit pas vous décourager
méme si elle est plus théorique...

Séance n° 3 Ensemble dénombrable/ Tribu des événements d'un univers dénombrable (pages 11 a 14) (Environ 2h)

Ce qu’on attend de vous dans le programme c’est surtout de pourvoir manipuler des familles d’événements
dans un univers dénombrables : il faut donc bien travailler I’exemple 5.

Séance n°4 Calculs dans un espace probabilisé (pages 15 a 18) (Environ 2h)

Il faut bien travailler les exemples 6 et 7!

Séance n°5 Généralisation des formules de probabilités (pages 19 a 21) (Environ 1h30)

Vous pouvez réfléchir sur les exercices 3 et 5 de la feuille d’exercices

Nous ne travaillerons a la rentrée que sur des TD qui travailleront les définitions et les méthodes introduites
dans ce cours. Vous devez donc absolument étre au point sur ce celui-ci pour que les TD soient efficaces.
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CHAPITRE XII ESPACES PROBABILISES

CHAPITRE XII: ESPACES PROBABILISES

I) Probabilité sur un ensemble fini (Rappels PTSI)

Pour faire des probabilités, il faut commencer par se mettre d’accord sur un vocabulaire, indépendant de la nature
des expériences aléatoires et qui permettra de formaliser le raisonnement.

» Lensemble des résultats possibles d'une expérience aléatoire est appelé univers Q et un résultat est une issue.
En PTSI, I'univers Q = {x,..., x,} associée a 'expérience aléatoire est un ensemble fini (n € N* est fixé).

Par exemple, si I'expérience est « résultat du lancer un dé classique équilibré », alors Q) = {1,2,3,4,5,6}. Si 'expé-
rience est « couleur d’'une boule tirée dans une urne contenant des boules noires et blanches », Q = {noire, blanche}.
Sil'expérience est « nature d'une carte tirée dans un jeu de 32 cartes », alors Q contient les 32 types de cartes pos-
sibles (valet de coeur, 10 de pique, etc...)

* Les événements sont des parties de Q2 cad un ensemble Aavec Ac Q & A€ P£(Q))

Les événements élémentaires sont les n événements {x;} a un seul élément.

Concretement, ils sont, en général, décrit par une propriété plutot que par une énumération. Par exemple, I'évé-
nement A :«le résultat est pair » pour le lancé de dé est A = {2,4,6}. Pour le tirage d'une carte dans un jeu de 32
cartes, I'événement «la carte est un pique » contient 8 éléments alors que «la carte est un as » en contient 4.
L'ensemble des événements sur Q est 'ensemble 22(Q)) des parties de Q et on démontre que Card2?(Q) = 2"

Par récurrence sur n: HR,, «Si Card(Q) = n alors Card??(Q2) = 2" »

Initialisation: Sin=0alors 22(Q)={p} dou1l=2°élément

Hérédité : On suppose HR,, vraie et on prouve que HR,,;; I'est aussi. On se donne donc Q avec Card(Q2) = n+1
Comme n+1 =1, il y a au moins un élément x dans Q.

On partitionne & () en deux : les parties qui contiennent x et celles qui ne contiennent pas x.

Les parties qui ne contiennent pas x sont des parties de Q — {x} de cardinal n donc HR,, s’applique et il y a 2"
parties de Q qui ne contiennent pas x.

Les parties qui contiennent x sont des réunions d'une partie de Q — {x} avec {x} donc il y en a autant que des
parties qui ne contiennent pas x soit 2”.

Aufinal, il ya 2" + 2" = 2 x 2" = 2"*1 parties de Q lorsque Card(Q) = n+1

e Une probabilité sur 'univers fini Q est une application P: 22(Q) — [0,1] vérifiant

1. P(Q)= 1 Onditque( est un événement certain
2. Siles événements A et B sont incompatiblesi.e. AnB=¢@ alors P(AUB) =P(A)+P(B)

On dit alors que (Q,P) est un espace probabilisé fini
On démontre (les preuves ont été faite I'an derniers) que :

> Pour tout événement A, P(A) = 1-P(A) et, en particulier: P(@) = 0 On parle d’événement impossible

> Pour tous événements Aet B, P(AuB) = P(A) +P(B)—P(AnB) et:AcB= P(A) <P(B)

> Pour définir une probabilité P sur Q = {x1,..., x,}, il suffit de la définir sur les événements élémentaires
n
soit de donner les n réels p; = P({x;}) avec )_ p; =1 Onaalors, pour tout événement A: P(A) = )  P({w})
i=1 wEeA

Attention a bien distinguer ce qu'’il faut vérifier pour avoir une probabilité (a savoir 1. et 2.) de ce qu'on déduit
du fait d’avoir une probabilité (événement contrairement, probabilité d'une réunion, calcul de la probabilité
a partir des événements élémentaires). J’attire aussi votre attention sur la notion « A et B sont incompatibles »
qui signifie que les événements A et B ne peuvent pas se produire en méme temps.
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CHAPITRE XII ESPACES PROBABILISES

1
* Il y a une situation d’équiprobabilité dans I'’espace (Q2,P) o1t Q = {xy,...,x,} lorsque: Vi€ [1,n], P({x;}) = -

Card(A) nb de cas favorables

Dans ce cas, pour tout événement A, on a: P(A) = —————  vulgarisé par
Card(Q)

nb total de cas

Il s’agit également de faire des lien entre différents événements : en particulier, une question pertinente est
de savoir si, lorsqu’on sait qu'un événement est réalisé, est-ce qu'on a amélioré I'information concernant la
réalisation de I'autre événement. C’est 'objet de ce qu’on appelle le conditionnement.

* Si B est un événement avec P(B) > 0 alors la probabilité conditionnelle de A sachant B vaut :

P(ANnB)
P(B)

La probabilité conditionnelle hérite des propriétés de la probabilité : en particulier P(A|B) = 1-P(A|B)

P(B)=PBNQ)=P(BN(AUA))=P(BNA)UBNA)) =P(BNA)+P(BNA) puisque BnAetBnA sontincompatibles
En divisant alors par P(B), on abien: 1 = P(A|B) + P(A|B)
On déduit la formule des probabilités composées : Si A et B sont des événements avec P(A) >0et P(B) >0

P(AnB) = P(A) xP(B|A) =P(B) x P(A|B)

Pp(A) =P(AlB) =

On représente, en général, la situation a I'aide d'un arbre pondéré :

y ANnB de probabilité P(AnB) = P(B)P(A|B)

B 1~

P® %‘ _ _ _
/ ANB de probabilité P(ANB) = P(B)P(A|B) = P(B)(1 - P(A|B))
1 — — — — — —
w y ANB de probabilité P(ANB) = P(B)P(A|B) = (1-P(B))P(A|B)

B %‘
ANB de probabilité PAnB) = PB)PAIB) = (1-P(B))(1-P(AIB))

Sur les branches de la premiére partie de I'arbre, on écrit la pondération : I'événement B est réalisé avec une
probabilité P(B) et I'événement B avec une probabilité P(B) =1-P(B).

Sur les branches de la deuxiéme partie, une partie de 1'aléa a été levé : 1'un des événements B ou B a été réalisé.
Les probabilités deviennent conditionnelles : 1a réalisation de An B s’obtient par la réalisation de A sachant que
B est réalisé d’ou la pondération par P(A|B).

La formule des probabilités composées se lit au bout de chacune des branches.

Généralisons a une succession de n événements :

Théoréme Formule des probabilités composées : }

Si (Aj)ieq,p) est une famille d’événements avec P(A; N Az N---NAp) # 0 alors
P(AjnAzn---NAp) =P(A1)P(A2|ADP(A3|A1 NA2)...P(AplA1N---NA,-1)

En effet, en parcourant la branche conduisant de la racine a la feuille contenant I'événement A} NA, N...A,,ona:

PAplAyn---nApu_7)

PAIN...Ap) =PA1Nn---NA;_ 1) xPALIAIN---NA,_1)
=PA1N---NA, ) xPA,_1l1A1N---NA,2) xP(AylA1N---NA,_;) enitérant
=---=PA))PA2|A))PA3|A1 NAY)...P(AL|A1N---NA,_1) enitérant de la feuille a la racine

3/21 LEROQOY - PT Paul Constans
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* (Ajieq,p) est un systeme complet d’événements (p € N fixé) (ou que(A;) ey, p) est une partition de Q) si :
> les événements sont 2 a 2 incompatibles: V(i, j) € [[l,p]]Z, iZj=>AiNA;j=¢
p
> leur réunion vaut I'univers en entier : U A;i=Q
i=1
Cela correspond a un découpage de I'ensemble Q2 en sous-ensemble disjoints dont la réunion est Q.

SL
Les sous-ensembles
A1, A2, A3 et A4 forment
une partition de fFacar

tous les éléments de A
appartiennent a un
sous-ensemble et un seul

La justification d'un systéme complet d’événements est liée a la nature des événements et pas aux probabilités.

Pour tout événement A, le systeme {A, A} est un systeme complet d’événements | souvent bien utile...

Exemple : Dans 'expérience aléatoire consistant a tirer une carte dans un jeu de 32 cartes. Les événements
A :«la carte tirée est rouge », B: «la carte tirée est un trefle » et C :«la carte tirée est un pique »
forment un systeme {A, B, C} complet d’événements pour cette expérience. En effet :
-AnB =9 et AnC = @ puisqu'une carte rouge ne peut pas étre un trefle ou un pique
- BN C = @ puisqu’une carte ne peut pas étre en méme temps un trefle et un pique
- AuBUC = Q puisque la carte tirée est soit rouge (donc dans A), soit noire et, dans ce cas, c’est soit un trefle
(donc dans B) soit un pique (donc dans C)
e Formule des probabilités totales :

Soit (A;)jeq1,p) €St un systeme complet d’événements(n € N* fixé) avec des événements tous de probabilités non
nulles (P(A;) >0 pour i € [1, n]) alors ,pour tout événement B, on peut dresser I’arbre pondéré suivant
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n
On peut obtenir I'événement B en réalisant soit A; N B, soit A, N B,..., soit A, "B autrement dit B = U (BNA;).
i=1

n
sont deux a deux incompatibles aussi: P(B) = Z PBNA);)

Les différents événements (B N A,-)
i=1

ie[l,n]

n
mais, par les probabilités composée: P(BNA;) =P(A;) xP(B|A;) donc P(B)= Z P(A;) x P(B|A;)
i=1
Visuellement sur I'arbre pondéré, la réalisation de B s’obtient en empruntant 'une (et une seule possible) des
branches conduisant aux événements A; N B, A, N B,...,A, N B. Pour obtenir la probabilité de B, on somme la
probabilité des différents événements ot B se réalise et, le long de chacune des branches, on applique la formule

des probabilités composées. Plus rigoureusement, il s’agit de mener un raisonnement « ensembliste » :

n
on sait que Q = U A; (car {Ay,...,A,} est un systeme complet d’événements) et puisque Bc Q alors B=BnQ
i=1
Mais alors: B=Bn

n
UA
i=1

n
=|J(BnA;) puis on poursuit comme avant le calcul en passant au probabilité
i=1

Théoréeme Formule des probabilités totales : %

Si (Aj)ien b est un systeme complet d’événements(n € N* fixé) avec des événements tous de probabilités non

n p
nulles (P(A;) >0 pour i € [1, n]) alors ,pour tout événement B, P(B) = ) P(A;nB) =) P(A;) x P4, (B)
i=1 i=1

* Formule de Bayes (renversement du conditionnement)

P(B) x P(A|B)
P(A)
> Si (Aj)ieq1,n €St un systeéme complet d’événements (n € N* fixé) tous de probabilités non nulles
P(A))P(BIA))  P(Aj)P(BIA))

pour tout événement B avec P(B) >0 et j € [1,n] : P(A;|B) = P(B) -

> SiA et B sontdes événements avec P(A) >0et P(B) >0alors P(BJA) =

n
) P(A)P(BIA))
i=1

Les deux relations sont immédiatement conséquences des formules précédentes :

51c PBnA) P(B)P(AB)
- en utilisant P(AnB) = P(A)P(A|B) =P(B)P(B|A) ona: P(BJA) = ) = DA
- la seconde formule consiste a utiliser la formule des probabilités composées P(A; nB) = P(A;)P(B|A;) au nu-

mérateur et la formule des probabilités totales au dénominateur avec le systeme complet {Ay,...,A,}.

On dit qu’on renverse le conditionnement puisqu'’il s’agit de calculer P(A;|B) aI'aide des P(B|A;) ou i € [1, n].

Mettons en pratique sur un exercice ces rappels. Cet exercice pourrait étre résolu en terminale mais la rigueur
que I'on va exiger sur la rédaction est bien différente...Vous devez justifiez les relations écrites entre les probabi-
lités et aussi justifier les probabilités chiffrées données. Un arbre pondéré n’est pas une justification : c’est une
aide comme une figure aide a justifier une démonstration en géométrie...

| EXEMPLE N° 1] (D’apreés oral maths 2)

On dispose de deux urnes. L'urne % contient 4 boules noires et 2 boules blanches. L'urne %, contient 2 boules
noires et 4 boules blanches. On choisit une urne au hasard et on tire successivement 3 boules avec remise dans
cette urne. Sachant que les 2 premieres boules sont noires, quelle est la probabilité que la 3eme le soit aussi?

La premiere difficulté de cet exercice consiste a introduire les événements qui permettront le raisonnement. Ici,
il y a un premier événement lié au choix de I'urne. Ensuite, chacun des trois tirages produira une information.
En choisissant des noms « bien formulés » pour les événements, on facilite la résolution.

Notons U :«on choisitl'urne%;» et: N;:«laboule tirée au i éme tirage est noire »

Introduire un événement U, est inutile puisque U, = U;. De méme, les événements B; «la boule tirée au i éme
tirage est blanche » ne sert a rien puisque B; = N;
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Il s’agit ensuite de traduire I’énoncé a I'aide du formalisme des probabilités
Le sujet demande de calculer la probabilité de N3 sachant que N; et N, ont été réalisés autrement dit il s’agit de
P(Nl N N2 N Ng)
P(N; nNy)
Construire un arbre pondéré permet de mieux appréhender le raisonnement a construire. Toutefois, cela devient
vite fastidieux...Ci-dessous, nous n’avons représenté que les branches de I’arbre qui seront réellement utiles : on
ne poursuit pas les branches dés qu'une boule blanche est tirée.

calculer P(N3|N; nNy). D’apres le cours : P(N3|N; N Ny) =

La structure construite souligne 'existence d'un systéme complet d’événem_ents {U1, Uy} initial sur lequel on va

pouvoir batir le raisonnement. Ici, puisqu’il s’agit d'un systeme du type {A, A}, il n’est pas nécessaire de justifier

plus en détail que c’est un systeme complet d’événements. .

On calcule P(N; N N») et P(N; N N2 nN3) en utilisant le systeme complet d’événements {U;,U;} et les formules

des probabilités totales et composées : .

P(N1NN2) =P(U; nN;NN3) +P(U; NNy NN32) =P(U;) P(N1|U7) P(N2|U; nNp) +P(U;7) P(N1|U2) P(N2|U2 N Np)
—— ————— ——— ——— —

=p1 q1 =p2 =q2

Par un argument similaire :

P(N;NN2NN3) =P(U) x pyx g1 xri +P(U1) x pax g2 x> oury =P(N3|[U; NNy NNp) et rp = P(N3|U2 NN NNp)

Justifions a I'aide de I'’énoncé la valeur des probabilités P(U;), p1, p2, g1, G2, 11 et ra :

1 _
- le choix de I'urne est fait au hasard donc le choix est équiprobable entre %, et %/> donc P(U;) = B =P(Uy)
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- sachant U réalisé, I'urne contient 4 boules noires et 2 boules blanches, toutes équiprobables aussi

4 2
p1=P(IN;|Uy) = P = 3 4 cas favorables sur un total de 6 cas

[N\
W =

La situation est analogue avec %/, mais il y a cette fois 2 boules noires et 4 blanches donc p, = P(N; [Up) =
- sachant U; NN, réalisé, 'urne contient toujours 4 boules noires et 2 boules blanches puisqu’il y a eu remise de

2
la boule noire tirée avant le second tirage aussi P(N2|U; N N;) = g1 = p1 = 3 La situation est analogue avec %>

mais avec la proportion 2 boules noires et 4 blanches donc P(N,|U; NN;) = Go=p2=—.
- sachant U; nN; NN, réalisé, 'urne contient toujours 4 boules noires et 2 boules blanches puisqu’il y a eu

remise des boules noires tirées au premier et au second tirage de sorte que P(N3|U; "Ny N Np) = r; = = La

_ 1
situation est analogue avec %> en adaptant les proportions : P(N3|U; NNy NNy) =1 = —.

Il estimportant de repérer dans 1’énoncé les situations d’équiprobabilité. Lors des tirages (choix d’objet, tirage de
boules ou de cartes, lancés de dés), on sera toujours en situation d’équiprobabilité, parfois souligné par un «au
hasard » dans le sujet. Par contre, le tirage peut étre truqué (dé non équilibré, carte marquée, boule lestée) mais
le sujet le précisera explicitement. Pour justifier une probabilité conditionnelle, on travaille dans une situation
particuliére o1 une partie de 1'aléa a été levé par supposition.

Application numérique : finalisons désormais le calcul

S 1 (2)2+1 (1)2 2+ 1 5 BT, 0 1 (2)3+1 (1)3 4+ 1 9 1
= — X |- — X | — = — _— = — X | — — X | — = — —_— = —
P2757138) "2718) "9 2x9 18 ' 2 ¥ T3] T2 3) "33 2x33 2x3% 6
1 18 3
Aussi: P(N3INjNNp)=—-—x —=—
(N3IN7 N N») SNk

* Des événements A et B sont deux événements indépendants lorsque P(AnB) =P(A)P(B)

Dans le cas oul'un des événements est de probabilité non nulle, par exemple P(B) # 0, on aalors: P(A|B) = P(A)
Cela signifie donc que connaitre de I'information sur I'événement B ne permet pas d’améliorer 'information sur
I’événement A puisque la probabilité est la méme (d’ou1 la notion d’événements indépendants)

On vérifie facilement que :| A et B indépendants = A et B indépendants

A=ANQ=ANn(BUB) = (ANB)U(ANB) et les deux événements sont incompatibles donc P(A) = P(ANB) +P(Am_§)
aussi, vu que A et B sont indépendants : P(AnB) = P(A) —P(AnB) =P(A) - P(A)P(B) =P(A)(1-P(B)) = P(A)P(B)

Attention! Ne pas confondre événements incompatibles# événements indépendants!
Lincompatibilité (AN B = @) est liée a la nature méme des événements alors que I'indépendance P(AnB) =
P(A) x P(B) est liée a la loi de probabilité. Ainsi, les mémes événements peuvent étre indépendants dans un
certain aléa et ne pas I’étre dans un autre aléa. Pour vous en convaincre, étudions I’exemple suivant :
| EXEMPLE N° 2| On lance un dé cubique dont les faces sont numérotées de 1 4 6. On consideére les événements :

A:«onobtient3ou6» et B:«onobtientun multiplede2»

1. On suppose le dé bien équilibré. Les événements A et B sont ils indépendants?

2. Méme question sachant que le dé est truqué : le 6 apparait avec une proba 3 et les autres faces sont équiprobables.

1. Q=11,2,3 45,6 etilyaéquiprobabilité. A = (3,6] dou P(A) = S92 _1 5 4 61 douP®) = = -
T m e yaequp T T Card(Q 6 3 77 "6 2
1 1 1
ANB=1{6} d’oﬁP(Ar‘nB):gzgxgzP(A)xP(B) donc A et B sont indépendants.
2. 0=1{1,2,3,4,5,6}. Pouri € [1,6], notons p; = P({i}). On sait pg = % etVie[l,5], pi=p
Deplus:P({1,2,3,4,5,6})) =1 <5 +1 1dot L Al P(A) + 1+1 6 _3
e us : y Ly Oy 4y I, = - = ou = T, OIS : = = — == ==
P PTy P=10 P3TPe=1072" 10 5
P(B) + Py + 1 + 1 +1 ! etP(AnB) 1753 ! P(A) xP(B) donc A et B pas indé dants
= = —dJdl—0—db=— = — = = — - X — = X n 1 en nts.
P2TPatPe = 1071072 " 10 Pe=575 70 P P
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* Des événements (A;) e, (01 n € N* fixé) sont (mutuellement) indépendants

A

J€l

=[Tr@a)
Jj€l

lorsque , pour toute partie J c [1, n], P

En général, on omet le terme « mutuellement » : on dit simplement que ’ (Ay,...,A,) sontindépendants

Attention! Il ne suffit pas de vérifier: P(A;NA;N---NA,) =P(A}) xP(A2) x---xP(Ap)

En particulier, dire «les trois événements A, B et C sont indépendants» signifie que
P(AnB)=PA)PB), PANC)=PAPC), PBNC)=PB)PC) et P(ANBNC)=PA)PB)P(C)
Enfin, le lien logique entre les propositions suivantes est :

les événement (A;) je[1,p) sont mutuellement indépendants =  les événements (A;) jeq1,p) sont 2 a 2 indépendants

Attention! Il n’y a pas d’équivalence mais seulement une implication

EXEMPLE N° 3| On lance deux fois de suite un dé a 6 faces bien équilibré. On définit les événements :

A: «le premier lancer ameéne un chiffre pair »; B : «le deuxiéme lancer ameéne un chiffre impair »;
C: «l'un des lancer amene un chiffre pair, I’autre un chiffre impair ».
Montrer que les événements A, B et C sont deux a deux indépendants. Sont-ils mutuellement indépendants?

Attention! On attache plus d’'importance a la justification des résultats qu’aux résultats en soit!

Il s’agit donc d’étre rigoureux dans vos justifications et pas simplement d’aligner des calculs...

Les événements élémentaires de cette expérience aléatoire sont des couples (i,j) ou i et j sont dans
{1,2,3,4,5,6} =[1,6]

Lunivers est donc Q = [1,6] x [1,6] On peut souvent décrire 'univers en proba fini ce qui sera parfois impos-
sible en proba dénombrable que nous allons travaillé ensuite...

On travaille en situation d’équiprobabilité Information essentielle issue de « dé bien équilibré » c’est elle qui vous

permet de justifier les calculs de probas réalisés ensuite
Card(E)

Pour chaque événement E, onadonc: P(E) = Card )’ On décrit les différents événements :
18
A=1{2,4,6} x [1,6] qui contient 3 x 6 = 18 élément d'ou1 P(A) = =6 =0,5.
B=11,6] x {1,3,5} dou Card(B) = 18 et P(B) =0, 5.
C=1{2,4,6} x{1,3,5}uU{1,3,5} x{2,4,6} donc Card(C)=3x3+3x3=18etP(C)=0,5.
On peut aussi remarquer que les événements {2,4,6} x {1,3,5} et {1,3,5} x {2,4,6} sont incompatibles et, par la
3
symétrie des roles des deux dés, de méme probabilité donc: P(C) =2 x P({2,4,6} x {1,3,5}) =2 x 2 _ 0,5
AnB=1{2,4,6} x{1,3,5} d’'ouCard(AnB)=9et: P(AnB)=0,25=P(A) xP(B) doncA et B sont indépendants.
Deméme: ANC=BnC=1{2,4,6}x{1,3,5)dou P(ANC)=PBnNC)=0,25=P(A)P(C) =P(B)P(C)
d’'ou A et C indépendants et B et C indépendants. Ainsi, | les événements A, B et C sont bien 2 a 2 indépendants.
ANBNnC=1{2,4,6}x{1,3,50 dou PAnBNnC)=0,25#P(A) xP(B)xP(C) donc
‘ les événements A, B et C ne sont pas mutuellement indépendants.

Autant il est facile de repérer des événements incompatibles, autant il est tres délicat de repérer des événements
indépendants! Je vous conseille donc de bannir les phrases «les événements sont clairement indépendants »

Lindépendance est plutdt une hypothese qu’il faut repérer dans 1’énoncé car elle permet de grandement simplifier
le calcul : 1a probabilité des intersections devenant le produit des probabilités individuelles...

Proposition : Indépendances et passage au complémentaires }

Si(Ay,...,A;) sont des événements indépendants, alors toutes familles d’événements contenant uniquement des

Aj ou A pour des valeurs de k distinctes de [1, n] est encore une famille d’événements indépendants.

Toutes les combinaisons sont possibles a conditions d’avoir des indices distincts :
(A1,A2,As,...,A,) sont indépendants, (Aj,A2,As) sont indépendants, (A,-1,A;) sontindépendants...
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| EXEMPLE N° 4| (D’apres oral maths 2)

On considere un dé a 6 faces avec 2 faces portant le numéro 0, 2 faces portant le numéro 1 et 2 autres faces portant
le numéro 2. On réalise trois lancers indépendants et on note A, B et C les résultats.

On note alors G la partie du plan R?> d’équation cartésienne Ax+By+C =0

On réalise une deuxiéme fois les trois tirages. Les résultats sont notés A’, B’ et C et on note H la partie du plan R?
d’équation cartésienne A’x+B'y+C' =0

1. Calculer la probabilité que G soit une droite.
La difficulté usuelle des étudiants dans cette question est plutot lié a un manque de recul en géométrie : une
équation Ax + By + C = 0 décrit une droite lorsque (A, B) # (0,0)! Il faut en effet pourvoir définir une direction
via un vecteur directeur ou un vecteur normal...
On sait que G est une droite < (A, B) # (0,0)
Ici, il est plus simple de calculer g = P((A, B) = (0, 0)) pour obtenir la probabilité 1 — g cherchée.
A retenir! Il est parfois nettement plus simple de calculer P(A) que P(A)!
Ona: a:P((A:O)m(B:O))
D’apres le sujet, les lancers sont indépendants donc un événement qui ne concerne que A est indépendant d'un
événement qui ne concerne que B. Par suite: ¢g=P(A=0)xP(B=0)
Les lancers étant toujours réalisés avec le méme dé et dans les méme conditions : P(B =0) = P(A = 0)
Enfin, chacune des 6 faces du dé est équiprobables de sorte que : P(A =0) = e car il y a 2 cas favorables (2

faces a 0) pour 6 cas au total.

1\* 8
Application numérique : la probabilité que G soit une droiteest 1 — g =1— (5) =5

2. Calculer la probabilité que G soit une droite perpendiculaire a la premiere bissectrice du plan.

D’un point de vu géométrique, on doit avoir (A, B) # (0,0) et le vecteur directeur i doit étre orthogonal au

vecteur 1) qui dirige la droite d’équation y = x & x — y = 0 soit ;) . (i) =0 -B+A=0.

On cherche donc la probabilité de I'événement E : « (A,B) # (0,0) et A=B»

Lintroduction d'une partition sur les différentes valeurs de A est naturelle de part la nature de I'expérience : un
premier tirage pour A puis un second pour B etc

On réalise une partition de Q avec les événementsE; : «c A=1i»:

- ces événements sont deux a deux disjoints (Ey NE; = @ = Ey nE3 = E; N E3 puisque A ne peut pas prendre deux
valeurs distinctes)

- E1 UE» UE3 = Q puisque le tirage donnant A réalisera bien I'un des événements E;

2
Méthode n° 1 La formule des probabilités totales donne: P(E) = Z P(E;) x P(E|E;)
i=0

1
Chacun des tirages {0, 1,2} pour A est équiprobable donc P(E;) = = pour i € [0,2]. Par ailleurs :
- sachant Eg réalisé, E ne peut pas étre réalisé car sinon A = B = 0 en contradiction avec (A, B) # (0,0)

- sachant E; réalisé, E sera réalisé lorsque B = 1 donc P(E|E;) =

W =W |

- sachant E, réalisé, E sera réalisé lorsque B = 2 donc P(E|E,) =

. 1 1 1 1 2
Finalement:P(E)= = x0+ = x —+— x — = —
3 3 3 3

3 9
Méthoden®2:0Ona P(E)=P(ENEy)+PENE;)+PENE))
ENEy = @ puisque (A,B) # (0,0) et A=B =0 sont incompatibles d’ou P(AnEy) =0

P(ENE;) :P(«(A,B) #(0,0) etA=Bret«A= 1») :P(«A: 1»et«B= 1») :P(«A: I»)XP(«A: 1») =

1
Par analogie P(ENE;) = 3 enremplacantl «A=1»par«A=2»et«B=1»par«B=2». Aussi:P(E) =0+
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3. Calculer la probabilité que G et H soient toutes les deux des droites.

Méme si ¢a n’est pas explicitement dit par le sujet, il est l1égitime de penser que les lancers pour obtenir A’, B’ et
C’ sont indépendants et également indépendants des lancers pour obtenir A, B et C.

Il est parfois nécessaire de préciser notre compréhension du sujet. Puisque rien n’a été précisé, il est normale de
continuer a supposer '’hypothése d'indépendance. Il faut entendre ici de I'indépendance mutuelle : connaitre
le résultat de certains des lancers, ne donne aucune information sur le nouveau lancer a effectuer...
L'événement « G est une droite » qui fait intervenir les tirages pour A, B et C est donc indépendant de I'événe-
ment « H est une droite » qui fait intervenir les tirages pour A’,B’ et C’ aussi :

P( «H et G sont tous les deux des droites » ) = P(«H est une droite » ) x P(« G est une droite » )

De plus, les lancers étant réalisé exactement dans les méme conditions, on a :
8
P(«H est une droite » ) = P(«G est une droite» ) =1 — g = g
64
Finalement : P( « G et H sont tous les deux des droites » ) = (1 — g)* = =
4. Calculer la probabilité que G et H soient des droites et qu’elles soient paralleles.
Tout d’abord, d'un point de vu géométrique :
G et H sont des droites et elles sont paralleles < (A, B) # (0,0), (A’,B’) # (0,0) et ‘ b B

A A |70

. . -B -B’ . N P . . 5
puisque les vecteurs directeurs ( A ) et ( A ) doivent étre colinéaires pour que les droites soient paralléles.

Autrement dit, on cherche la probabilité de I'événement K : « (A, B) # (0,0), (A’,B’) # (0,0) et AB' = A'B»

La nature de I'’événement pousse a une partition de I'univers selon les différentes valeurs du couple (A, B)

On note K; ; I'événement K; j : «A=1i et B= j» pour (i, j) € {0, 1,22 : il est clair que (Ki,7) i, jyeto,1,2y2 forme une
partition de 'univers puisque un et un seul de ces événements sera réalisé dans I'expérience.

2 2
D’apres la formule des probabilités totales : P(K) = Y > P(K; j)P(K|E; ;)

i=0j=0
Par indépendance et puisque les tirages pour A et B sont réalisés avec le méme dé ot chacune des issue de

1 1 1
{0,1,2} a une probabilité de g,ona: P(K;j)=P(«A=ietB=j»)=P(«A=i»)xP(«B=j»)=

1
— X — = —

3 3 9
On détermine désormais les 9 probabilités conditionnelles P(K|K; ;j).Par symétrie des roles de A et B, on a
P(K|K; ;) = P(K|K} ;) ce qui limite I'examen a 6 situations :

si (i, j) = (0,0) alors K ne peut étre réalisé donc P(K|Kp0) =0

- si(i,j) = (1,0) (ou (i, j) = (0,1)) alors K sera réalisé si B’ = 0 et (A’, B’) # (0,0) donc lorsque « B’ =0 et A’ € {1,2} »
est réalisé (resp « A’ = 0 et B’ € {1,2}) donc, par indépendance :

, , 1 2 2
P(KIK;,0) =P(«B'=0») x P(«A’ € {1,2} ») = -t P(K|Ky 1)
- si (i, ) = (2,0) (ou (i, j) = (0,2)) alors K est réalisé également si B’ = 0 et (A’,B) # (0,0) donc, comme avant :

2
P(K|Kz2,0) = P(K|Ko,2) = 3

- si (i,j) = (1,1) alors K sera réalisé si (A’,B') # (0,0) et A’ = B’ or nous avons examiné cette situation dans la

2
question 2 donc P(K|K;,;) = 3

- si(i,j) =(1,2) (ou (i, j) = (2,1)) alors K sera réalisé si (A, B') # (0,0) et B’ = 2A’ (resp « (A/,B’) # (0,0) et A’ = 2B’)
ou autrement dit lorsque A’ =1 et B’ = 2. Ainsi :

1 1 1
P(K[Kz,1) =P(KIK;2) =P(«A'=1»et«B' =2»)=P(«A'=1»)xP(«B'=2»)= 3 379 par indépendance

- si (i, j) = (2,2) alors K sera réalisé si (A',B’) # (0,0) et A’ = B’ or nous avons examiné cette situation dans la

2
question 2 donc P(K|K32) = 3

. 1 1 2 1 2 1 2 1 1 2
Flnalement:P(K):§x0+2x—x—+2><—><—+—><—+2>< x§+§x§:—

1
99 9°9 99 “79g
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II) Espaces probabilisés

II-1) Ensembles dénombrables

{ Définitions : Ensemble dénombrable et au plus dénombrable }

* On dit qu'un ensemble E est dénombrable s’il existe une bijection entre N et E c’est a dire qu'’il existe
une application [¢ : N — E] bijective de sorte qu’on peut écrire E = {xn |ne I\I} ol x, = @(n) pour tout n € N

E est dénombrable si on peut « numéroter » les éléments de E

¢ On dit qu'un ensemble est au plus dénombrable s'il est fini ou s’il est dénombrable.

Il est peut probable qu'on vous demande des démonstrations sur les ensembles dénombrables. On attend de vous
que vous connaissiez la définition et que vous connaissiez les exemples suivants.

Les démonstrations vont utilisez la notion d’application bijective cad injective et surjective dans le cas général
(donc pas de noyau/d’image possible comme en algébre linéaire). On rappelle que :

o ¢ :E — Fest injective lorsque Y (x,x") € E?, (x) = (x") = x = x’
e ¢ :E — Festsurjective lorsque Vye EJdx€E, y=@(x)

Exemples :

. ’ N est un ensemble dénombrable \ ¢ = id convient et’ N* est un ensemble dénombrable \ ¢ = [n— n+1] convient

Toute partie de N est au plus dénombrable ‘

Considérons une partie A de N cad A cN. Il y a deux alternatives :

- soit A est un ensemble fini donc au plus dénombrable

- soit A n’est pas un ensemble fini et on prouve que A est dénombrable cad en bijection avec N

Construire cette bijection est parfois simple : ¢a a été facile pour N*, c’est aussi assez simple pour les parties des
entiers pairs/impairs puisque N est en bijection avec A, = {2k | k e N} via ¢ : k — 2k etavec A; = {2k + 1| k € N}
via ¢ : k — 2k + 1. Dans le cas général, c’est un peu plus théorique et on utilise que toute partie non vide de N
possede un plus petit élément. Aussi : @(0) = min(A) et, pour n € N* : ¢(n) = min {A— {p(0),p(1),...,p(n— 1)}}
La définition est assuré puisque I'ensemble A — {¢(0),p(1),...,¢(n — 1)} ne sera jamais vide si A n’est pas un
ensemble fini. Par construction, la fonction ¢ est strictement croissante donc elle est injective. En outre, la suite
(p(n)) nen est une suite d’entiers naturels strictement croissante donc nl_i)rg@tp(n) = +oo (si elle convergeait, elle

devrait étre stationnaire puisque suite d’entiers ce qui est contradictoire avec la stricte croissance). Si on fixe
n € A alors {k € N | ¢ (k) = n} est forcément non vide puisque x ne peut pas étre un majorant de (¢(n)) ,en qui
tend vers +o0o. On peut donc définir ky = min{k € N | ¢ (k) = n}. Par définition: (ko) =n

etaussi @0)<n, ) <n,...,plko—1)<n

donc ne A—{@(0),p(1),...,p(ko— 1)} = n=min{A - {@(0), p(1),..., (ko — D}} = p(ko) cad n = ¢ (ko)

On a donc obtenu I'existence d'un entier ky avec n = ¢(ky) ce qui assure la surjectivité.

« | Z est un ensemble dénombrable |

2k+1sik=0
—2ksik<0
Surjectivité : ¥ est a valeurs dans N*. Pour tout entier naturel n non nul,

- soit n est pair et il y a un entier naturel p > 0 tel que soit n =2p = -2(—p) =¥ (-p) ou —p <0

- soit n est impair et il y a un entier naturel p telque n=2p+1=¥(p)ou p =0

donc tous les éléments de N* ont un antécédent par ¥ soit ¥:Z — N* est surjective.

Injectivité : Il s’agit de montrer qu'il y a au plus un seul antécédent soit que : ¥(k) = ¥ (k') = k =k’

Si W (k) = W (k') alors k et k' ont le méme signe car sinon ¥ (k) et ¥ (k') ont des parités différente.Alors :

- ¢'ils sont positifs : ¥ (k) =¥V (k") = 2k+1=2k'+1=> k=K

- ¢'ils sont négatifs : W(k) = W (k') > -2k =-2k'=> k=K'

Finalement : [V : Z — N* ] est bijective aussi Z est en bijection avec N* lui méme en bijection avec N donc Z est bien en
bijection avec N ce qui en fait un ensemble dénombrable.

On définit ¥ sur Z par ¥ (k) = { de sorte que: Vke Z, ¥(k) e N*
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e [N x N est un ensemble dénombrable |

Pour (i, j) € N2, on pose: WY(i,j)= 2i(2j +1) desorteque W:NxN—-N

Injectivité : Prouvons ¥ (i,j) =Y (', j) => (i, /) =", ")

Onsuppose: Y(i,j)=Y(',j) ©2!@2j+1)=2"2j'+1) Sii< i alors, endivisant par 2, on trouve un nombre
impair 2j +1 égal 2 un nombre pair 2/ ~/(2j' +1). C’est absurde donc i = i’. En inversant les roles, on a aussi i’ > i
d’oty, en fait, i = i’. On simplifie ensuite par 2/ = 2 et on obtient: 2j +1=2j'+1 < j = j' Ainsi: (i, j) = (i, j)
Surjectivité : On se donne 7 € N et il s’agit de construire (i, j) dans N2 avec: n=Y(i, J)

La décomposition en facteur premier entraine qu'un entier naturel n s'écrit : n = 2/p; x ---x p, ot1 i € N et
p1,--., pr sont les diviseurs premiers avec 3 < p; < p2 <... < p, non nécessairement distincts mais tous impair.
Le produit p; x --- x p, est donc aussi un nombre impair qu'on note 2j + 1 etona: n=2/2j+1) = ¥(i, j).
Finalement : [W¥ : N? — N] est bijective et ¢ = ¥~! : N — N? bijective permet de prouver que N? est dénombrable

R ou [0, 1] ne sont pas dénombrable mais Q) est dénombrable | (Résultat admis car Hors programme)

Proposition : Produit cartésien d’ensemble dénombrable %
Si E et F sont des ensembles dénombrables alors E x F est aussi dénombrable.

Soit ¢, : E — Net @, : F— Nles bijections respectiveset ¥ : ExF - NxNou:V(x,y) e ExE ¥Y(x,y) = ((pl(x),(pg(y))

Injectivité : ¥(x,y) = ¥ (¥, y) = @1(x) = @1 (X)) et 92(3) = @2(y') > x = x" et y = y' car ¢, et @, sont elles-méme
injectives.

Surjectivité : Pour (i, j) € N?, il existe x dans E et y dans F avec ¢1(x) = i et ¢2(y) = j (puisque @1 et ¢, surjective)
soit (i, j) =Y(x,y)

E x F est en bijection avec N? lui méme en bijection avec N donc E x F est en bijection avec N et donc dénombrable

II-2) Espaces probabilisés

Si on considere 'univers Q d'une expérience aléatoire quelconque, Q est rarement un ensemble fini et il est sou-
vent assez difficile de décrire Q et, en général, on ne cherche pas forcément a le décrire.

Exemples : L'univers Q des résultats possibles lorsque I'expérience consiste a
e tirer 3 cartes sans remise dans un jeu de 52 cartes contient 52 x 51 x 50 éléments

 lancer une piece jusqu’a obtenir pile est {B FP, FFP, FFFP,...} est infini mais dénombrable ¢(w) = nb de F avant P

durée de vie d'une ampoule est Q = [0, +oo[ infini et non dénombrable

lancer d'une craie dans un cercle unité tracé au tableau est D = {(x, )| X%+ y2 < 1}» infini et non dénombrable

évaluer le nombre des connexions a un site internet (pour une vente privée par exemple) est impossible a décrire

Limportant pour faire des probabilités n’est pas forcément de pouvoir décrire tous les événement mais surtout
de caractériser ce qu'est un événement. Dans le cas d'un univers fini, on pouvait toujours décrire I’ensemble des
événements (), 'ensemble des parties de Q, c’est a dire des sous-ensemble de Q) (i.e. Ae 2 (Q) © Ac Q).

Dans le cas d'un univers quelconque, 2 (Q) est impossible a décrire (puisqu’on ne sait déja pas décrire Q) aussi
on va plutot rechercher des conditions minimales devant étre vérifiées par un ensemble d’événements d'une ex-
périence aléatoire : on dira que I'ensemble des événements doit étre une tribu sur I'univers Q

{ Définition : Tribu sur un univers Q }

Si Q est un ensemble quelconque, on appelle tribu sur O un sous-ensemble </ de 22(Q) telle que :

e Qe
e VAe o/, Ac of ol A = Q — A est le complémentaire de A dans Q (stabilité par passage au complémentaire)

* VA pene AN, |JAnes/  olonrappelle que: we | J A,  IneN, w € Ay (stabilité par réunion dénombrable)

neN neN
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De cette définition découle d’autres propriétés de la tribu :

{ Proposition : Propriétés d’'une tribu }

Si o/ est une tribu sur un ensemble quelconque Q2 alors
s e
e V(A,B)e«#?, AUB, AnB et A— B sont aussi dans </

o V(Ap)nen € AN, ﬂ A,eof ou:we ﬂ A, o VneN, we A, (stabilité par intersection dénombrable)
neN neN

e Prendre A = Q et utiliser le 2nd point de la définition de tribu

e Prendre Ay = A, A} =Bet A, = @ pour n =2 et utiliser le point 3 de la définition et ANB = AUB,A—-B=ANB
e () Ay=J A, puisque: we Uznénon(ﬂnel\l,weA_n)@Vnel\l,we:A_nc)VneN,weAn@we ) Ax

neN neN neN neN

Exemples :
e {®,Q} est une tribu sur Q (dite tribu grossiere)

* P(Q) est une tribu sur Q (dite tribu exhaustive) et c’est celle qu'on choisit, en général, lors d'une expérience sur
un univers O dénombrable (ou fini) sauf si le sujet précise un autre choix.

e Dans le cas d'un univers non dénombrable, le sujet devrait préciser la tribu utilisée (quitte a vous demandez de
vérifier que c’est bien une tribu...) mais, en général, le sujet se contente de définir certains événements (cad de
donner certains éléments de la tribu). Si vous en avez besoin, il faudra construire d’autres événements a partir
des événements donnés par le sujet a 'aide des opérations précédentes (passage au complémentaire, réunion
ou intersection finie ou dénombrable).

Le vocabulaire des probabilités introduits précédemment se généralise et se complete :

@ est I'événement impossible et Q est I'événement certain (c'est forcément des événements par définition d’une tribu)
A estl’événement contraire de Ai.e. A n'est pas réalisé A—Bestl’événement A estréalisé et B n’est pas réalisé

AUB est]’événement I'un des événements A ou B (au moins) est réalisé soit encore « A est réalisé ou B est réalisé »

AnBestl’événement A et B sont réalisés (en méme temps) soit encore « A est réalisé et B est réalisé »
+00
I'union dénombrable | J A, est I'événement «il y a un (au moins) des événements A,, réalisé »
n=0
+00
cad qu'’il existe un n dans N avec A, réalisé soit encore : w € U A,odneN, weA,
n=0
+00
I'intersection dénombrable ﬂ A, est 1'événement « tous les événements A, sont réalisés (simultanément) »
n=0
+00
cad pour tout n dans N, A, est réalisé soit encore : w € ﬂ A,oVneN, weA,
n=0

| EXEMPLE N° 5| On effectue une suite de jeu de pile ou face.
On définit I'événement A, « Obtenir pile au n ieme lancer » pour n € N*

1. a. Décrire dans le vocabulaire probabiliste les événements

+00 10 _
E, = ﬂAn; EzzﬂAm E3 = ﬂAn et Es= UAn

n=10 n=1 n>10 n=10
E;: «On n'obtient que des piles a partir du 10ieme lancer »
E,: «Iln’y a pas eu de pile sur les 10 premiers lancers »
E3: « On n'obtient plus de pile a partir du 11 ieme lancers »
E4: « On n'obtient au moins un pile au dela du 10 éme lancer »
Par convention, les inégalités sont larges dans la définition des événements...
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b. Que dire des évenements E; et E, ?
Les événements E, et E3 sont-ils forcément incompatibles ? sont-ils indépendants ?
E; et E, sont incompatibles a cause du résultats du 10 eme lancer qui ne peut étre a la fois pile et face.

E, et E3 ne sont pas incompatibles puisque E; NE3 est]’événement « on a obtenu que des faces » qui est peut
étre de probabilité non nulle (imaginons une piece truquée avec une piece qui tombe toujours sur face...)

E, et E3 sont par contre indépendants car ils n'utilisent pas les mémes lancers: connaitre le résultat des 10
premiers lancers n'apporte pas d'information sur les résultats des autres lancers. Lévénement E; utilise les
événement (A)keq1,10] €t E3 utilise les événements (Ag) =11 sontindépendants car il est sous-entendu par le
sujet que les événements (A,) ,en sont mutuellement indépendants (définition a venir mais qui généralise
simplement a une famille dénombrable celle déja vu pour une famille finie)
2. Décrire a I'aide de notations ensemblistes les événements:

B;: «Il y a au moins un pile sur les 10 premiers lancers »

B,: «Le premier pile, s'il y en a un, n’est pas obtenu sur les 10 premiers lancers »

Bs: «On obtient un pile au dela strictement du 10 ieme lancer et pas avant »

B4: «On obtient un pile au dela strictement du 10 ieme lancer »

10 10 10
Bi=JA, B2=[)A, Bg:(ﬂAn)n(UAn) Bs= | A
n=1 n=1 n=1

n>10 n>10

3. Démontrer que U A, = ﬂ A, et décrire cet événement dans le vocabulaire probabiliste.
n=1 n=1

Démontrer I'égalité de deux événements, c’est démontré 1'égalité de deux ensembles...
On peut procéder par double inclusion ou raisonner par équivalence logique lorsque c’est possible (on dé-
montre alors les deux inclusions en méme temps)

we Anc»non(EInel\l*,weAn) oVneN* w¢A,oVneN*, weA,
nz1
Il s’agit de I'événement « On n'obtient jamais pile »

4. Onpose C;, = U Ag. Démontrer que la suite (C,) ;> est décroissante c’est a dire que: C,,+; < C,
k>n

Décrire dans le vocabulaire probabiliste les événements C,, et 'événement C = ﬂ C,
n=1
La encore, il s’agit d'une preuve ensembliste d’inclusion.
WECp1= |J Ak=>TFkeN, k>n+letweAr=>3keN, k>netweAr=>we [ JAr=C,

k>n+1 k>n
si on peut trouver k > n+ 1 avec Ay réalisé, on peut trouver k > n avec Ay réalisé...

C, : «On obtient au moins un pile au dela du n+1 ieme jeu »
C: «Ily a toujours un pile réalisé apres les n premiers lancers pour 7z aussi grand que voulu »

5. Décrire al’aide de notations ensemblistes I'événement
« On obtient que des piles a partir d'un moment dans le jeu »

D, = ] Ak estI’événement « On obtient que des piles & partir de n ieme lancer »
k=n
etD = D, estI’événement « On obtient que des piles a partir d'un moment dans le jeu »
n=1

{ Proposition : Passage au complémentaire sur les unions/intersections au plus dénombrable %

Résultat a connaitre et a savoir redémontrer!
 Le complémentaire d'une réunion est I'intersection des complémentaires :
JAk =) Ak pour I ensemble au plus dénombrable

kel kel
e Le complémentaire d'une intersection est la réunion des complémentaires :

(A = [ JAx pour I ensemble au plus dénombrable
kel kel
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CHAPITRE XII ESPACES PROBABILISES

On dispose donc d’un univers Q) et de I'ensemble des événements formé par le tribu <.
Il reste a définir ce qu’on appelle une probabilité sur 'univers Q2 muni d'une tribu & :

{ Définition : Probabilité sur un univers Q2 muni d’une tribu ¢, espace probabilisé }

Si Q est un univers muni d’'une tribu </, une probabilité sur (2, of) est une application P:«f — [0,1] telle que

e POY)=1
+o0 +00
e Pour toute suite (A,) ;>0 d’événements incompatibles (i.e. Ay NA; = @ si k # 1) alors: P ( An) = Z P(A;)
n=0 n=0

(Propriété de o -additivité)

Le triplet (2, o/, P) est alors un espace probabilisé ol1 «/ est la tribu (ensemble des événements) et P la probabilité.

Remarques :

* Sion utilise la seconde propriété avec Ao = A, A; =B et A = @ pour k = 2, on retrouve la propriété
’ P(AuB)=PA)+P(B)siAnB=¢ ‘ utilisée pour caractériser une probabilité lorsque Q est fini
La définition est ici plus générale puisqu’il s’agit d’accepter les réunions (et intersections) dénombrables d’événements.

De ce fait, la probabilité vérifie toutes les propriétés usuelles vues dans le cas des univers finis :
P(K) =1-P(A), P(AuB)=P(A)+P(B)-P(AnB)siAetBsontquelconqueset: AcB=P(A) <P(B)
 Cette définition fait apparaitre la somme d’une série. Est-elle toujours convergente ? La réponse est oui car

C’est une série a termes positifs donc elle converge si les sommes partielles sont majorée.

N
Pour N € N, en utilisant le second point avec A = @ pour k>N, ona: ) P(Ay) =P(AjUAU---UAN) <P(Q) <1
puisque A;NA,---UA, < Q. La convergence est méme absolue. k=0

{ Définitions : événement presque siir, événement négligeable %

o Lévénement Q) est'événement certain et on sait que P(Q2) = 1.
Lorsqu’on a P(A) = 1 pour un événement A, on dit que A est un événement presque sar. Il se réalisera.

o L'événement @ est I'événement impossible et on sait que P(@) = 0.
Lorsqu’on a P(A) = 0 pour un événement A, on dit que A est un événement négligeable. Il ne se réalisera pas.

Attention a bien faire la différence entre « événement certain » et « événement presque sir », entre « événement
impossible » et « événement négligeable »

{ Propositions : Propriétés de la probabilité dans un espace probabilisé (Q, <7, P) %

Si (QQ, «/,P) est un espace probabilisé, on a:

e Si A et B sont des événements incompatibles, P(AUB)=P(A)+P(B)

* Si A estun événement alors P(A)=1-P(A) etdoncona: P(@)=0
SiAcB,alors P(A)<P(B)

Si A et B sont des événements quelconques, P(AuB) =P(A) + P(B) -P(ANB)

U Ak) <) P(Ap

k=0 k=0

SiAy,...,A, sont des événements quelconques (n € N) alors P

Pour tout suite (A;,) ey d’ événements de o/, on a:

+00
e si, pourtout neN, A, Ay, alors: nlirP PA,) =P ( U An) (Continuité croissante)
oo n=0

+00
e si,pourtoutneN, A,+1 €Ay, alors: liIP PA,) =P ( ﬂ An) (Continuité décroissante)
n—+oo n=0

+00 +00

. nl < n ous additivité (Il est sous-entendu que la série converge sinon on majore par +oo)

P Anl< ) PAp) (S dditivité) 1 du quel g jore p
n=0 n=0
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CHAPITRE XII ESPACES PROBABILISES

* Les 4 premiers points sont un rappel de ce qu'on a vu dans les remarques suivant la définition.

* Pour le point 5, on prouve le résultat par récurrence avec
n

U Ax

k=0

n
<) PAp»
k=0

HR;,, «Si Ay,...,A, sont des événements quelconques alors P

Initialisation : Pour 7 =0, P(Ag) < P(Ap)

Hérédité : On suppose HR,, vraie. Soient Ay, ...,A,, A, +1 sont des événements quelconques,

n+1 n n n n n+1
P(UAk 1 (UAk)uAn+1 =P [ JAr|+PAns1)—P (UAk)mAn+1 sP(UAk +P(Ani1) = Y. P(Ap) par HR,,
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

o \ Continuité croissante \ : Par croissance, la suite (P(An)) N est une suite croissante de réels tous dans [0, 1] donc
ne

elle est majorée aussi elle converge et lirP P(A,) existe et c’est un nombre de [0, 1].
n—+oo

n n
Ensuite, pour 7 € N, par croissance de la suite d’événements : | J Ay =A, donc P(A,,) =P | | J A«
k=0 k=0
Toutefois, on ne peut pas intervertir sans précaution le symbole lim et la probabilité...Il faut utiliser la propriété de

o-additivité mais, pour cela, il faut des événements incompatibles. Et, ce n’est pasle casavec Ag c A < --- €A, € Apyq
(iciA, NAj,+1 = A, qui ne vaut pas @ a priori). On définit alors astucieusement :
Bo=Ag, Bi=A; —Ay,B,=A—Ay,...,B,=A,—A,_1 (pour n=1) |de sorte que :

— ona By € o pour tout k (voir propriétés d'une tribu)

— les événements (By) ke SONt 2 @ 2 incompatibles : si w € B; N B; (avec par exemple i < j) alors

w € B; = w € A; d'une part
etweB;>wé¢A; | > w¢A; puisque A; < Aj_; d’autre part. Il y a une contradiction et donc B; N B; = @.

+00 +00 +00
— ona | Bi = |J Ak : Comme By Ay, l'inclusion c est triviale. Pour I'autre inclusion, si w € | J Ay alors
k=0 k=0 k=0

on note p =min{k € N| w € Ag} (qui existe car partie non vide de N minorée).
Si p =0alors w € Ag = By. Si p > 1 alors, par définition, w €A, etw ¢ A, soitw €A, —Ay, 1 =B,

+00 +00 +00
Par g-additivité: P| | JAg|=P ( U Bk) =Y P(Bx) Mais:P(Bg) =P(A) et, si k=1, comme Ag_; S Ag:
k=0 k=0 k=0
Ak =Ak-1U (Ax—Ag-1) = Ag—1 UBy et cette réunion est disjointe aussi P(Ag) =P(Ag_1) +P(By)
+00 +00
donc: P||JAn|=PQAg)+ ) (P(Ak) - P(Ak_l)) =P(Ag) + lim P(A,)-P(Ag) = lim P(A,)
k:() ]C=1 n—+oo n—+oo

Somme télescopique
o \ Continuité décroissante \ tApr1 <€A, =>A,cA,y dong, par continuité croissante :

. +oo +00 +00 +00
lim P(Ap) :P( An) < lim (l—P(An)) =P|[)A,]= 1—P(ﬂ An) < lim P(Ay,) :P(ﬂ An)
n—+oo =0 n—+oo n=0 n=0 n—+co n=0
n
. \ Sous additivité |: On pose cette fois B, = | JAx. Ona Bpe€of (par définition d'une tribu) et
k=0
n n+1 +00
la suite (B;,) est une suite croissante d’événements : B,, = U Ay c U Ar =B, donc: lirP PB,)=P ( U Bn).
k=0 k=0 oo =0
+00 +00 +00 r:l
Or: U B, = U A, (o est trivial car A, < B, et, pour l'autre inclusion, siw € | ] B, alorsilyaun n ot w € B, = | J Ay donc
=0 =0 n=0 k=0
n n o ~
ilyaun kot we Ay etainsio € | JA,) De plus, avec le point 5 des propriétés des probabilité : P(B,) < Z P(Ax)
n=0 k=0
+00 +00 n +00
Ainsi: P ( U An) = P( Bn) = lim P(By) < lim ) P(Ay) = )_ P(A,) ou +oo selon la nature de la série.
n=0 n=0 n—-+oo n—-+oo k=0 n=0
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On attend de vous que vous maitrisiez les définitions : vous devez connaitre les propriétés de o-additivité, conti-
nuité croissante ou décroissante et de sous-additivité puisque, dans les exercices, vous serez amenez a les invo-
quer pour justifier vos calculs. Soulignons également les méthodes suivantes :

Point méthode : Calculer P ( U An)

n=1

+00
e S’agit-il d'une suite d’événements (A,),>1 incompatibles ?  Si oui, par o-additivité : P ( U An) = Z P(A,)

n=1 n=1
Les calculs de sommes de séries vont utiliser les méthodes classiques o il faut mobiliser les opérations (changement d’indices, dérivation ou

intégration terme a terme) sur les séries entiéres de références
e S’agit-il d'une suite d’événements (A;) > croissantes cad A, C Ay, ?

Si oui, par continuité croissante : P ( U An) = lim P(Ap,)
ns1 n—+00
Les calculs de limites utiliseront les outils usuels (équivalents, DL, etc)

Point méthode : Calculer P ( N An)

n=1

o S’agit-il d'une suite d’événements (A,) 51 décroissantes cad A1 c A, ?

Si oui, par continuité décroissante : P ( ﬂ An) = lirJ{l PA,)
n=1 =00
Les calculs de limites utiliseront les outils usuels (équivalents, DL, etc)

« Le passage au complémentaire transforme I'intersection en réunion : P ( N An) =1-P ( N An) =1-P ( U A_n)
n=1 n=1
et on peut exploiter les deux premiers points pour parvenir a finaliser le calcul.

Attention! I'indépendance d’événements concerne des intersections avec un nombre fini d’événements

Vous ne pouvez devez pas écrire «P ( N An) = H P(A,) » car la notion de produits infinis n'est pas au programme...

n=1 n=l1

] EXEMPLE N° 6 \ Vais-je sortir un cheval de l'écurie lorsque je joue au jeu des petits chevaux ?

On considere le jeu consistant a lancer un dé équilibré a 6 faces numérotées de 1 a 6.

n
On considere I'événement A, : «on réalise un 6 au n-eme lancer» etondonne B, = Ag.
n n k
k=1

1. Comment décrire I'événement B, ? Calculer sa probabilité.

Le sujet, comme prévu, ne donne ni l'univers ni la tribu mais seulement une famille d’événements ici (A,) yen-
B, est bien un événement puisque c’est une union finie (donc au plus dénombrable) d’événements

On sait que B, est réalisé signifie que I'un (au moins) des Ay est réalisé pour k € [1, n] autrement dit qu'un 6 a
été réalisé sur les n premiers lancers. Ainsi : ‘ B, : «un six a été réalisé sur les n premiers lancers » ‘

Les événements (Ax) keq1,n] € sONt pas incompatibles deux a deux (on peut obtenir 6 sur des lancers distincts)

n n
Attention: P [ JAx|= Z P(Ay) seulement si les événements sont 2 a 2 incompatibles!
k=1 k=1
Pour calculer la probabilité d’'une réunion d’événements incompatibles, il est souvent pertinent de passer au

complémentaire et d’utiliser une hypotheése d'indépendance.

PB,) =1-P®B,) ouB, = JAr=[)Ar etilest raisonnable de supposer les lancers indépendants de sorte
k=1 k=1

que (Ai,...,A,) sontindépendantset: P(B,)=1-P(A;) xP(Ay) x---xP(A,)

Le sujet ne donne pas '’hypothése d’'indépendance mais il ne dit pas le contraire donc il est légitime de supposer

I'indépendance des lancers...

1 n
Le dé est équilibré donc, au k-ieme lancer, P(Ay) = = Aussi:|P(By) =1- (6)
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+00
2. Décrire’événement B = |_J B,,. Calculer sa probabilité. En déduire la réponse a la question initiale (en italique)
n=1
B est bien un événement puisque c’est une réunion dénombrable d’événements. D’apres le cours, la réalisation
de B signifie que I'un (au moins) des événements B,, est réalisé et donc qu’il y a un entier n tel qu'on a eu un 6
sur les n premiers lancers. Autrement dit, | B est'événement «il y a eu un 6 lors d'un lancer »

Il est clair que, si 'un des B, est réalisé, alors il y a bien au un 6 lors d'un lancer. Réciproquement, s’il y a eu un
6 lors d'un lancer ny alors B, est réalisée et donc il y a bien un n tel qu'un des B, est réalisé.

On veut calculer la probabilité d'une union dénombrable et on repeére ici que la suite (B,,),en+ €St croissante
puisque B, € B;;+1 donc on peut utiliser la propriété de continuité croissante :

+00 ) . 5\" 5 .
P(B):P(nL:JIBn):ngerP(Bn)_ngrpm(l—(é) )_1 car | | <1 soit[P(B) = 1

Lévénement B est donc presque sir : il se réalisera et donc on est assuré de pouvoir sortir un cheval de I'écurie
lorsqu’on joue au jeu des petits chevaux.
Il faut juste étre patient...car le raisonnement suppose qu’on n’est pas limité dans le temps sur le nombre de

lancers...Est-ce bien la vérité en pratique ?
+00

Il est clair aussi que U Ay = «il y a eu un 6 lors d'un lancers » . Toutefois, cette réunion n’est ni constituée
k=1

d’événements 2 a 2 incompatibles et elle n'a pas de propriétés de croissance donc on ne peut lui appliquer

aucun des résultats du cours...

A
] EXEMPLE N° 7 \ On admet qu’on peut définir une probabilité sur (N, 22(N)) en posant P({n}) = on pour tout n € N

ol A > 0 est a choisir convenablement

1. Déterminer A > 0 en utilisant les propriétés d'une probabilité.

+00
On sait que P(N) = 1 mais N = U A, ou A, = {n} avecles (A;)sen 2 a 2 disjoints

=0
" +00 +00 )\ 1 _ 0
Aussi, par o additivité, ona: P(N) = ZOP(A,,) = Zo o = A X 1 =2\ (somme géométrique).
n= n= 2
1
Finalement: PN) =1 2A=1|A = 5
2. Calculer la probabilité P( 2k+1lke I\I})
+00 +00
P({2k+ llke I\I}) =P U Aoii1| = Z P(Azk+1) toujours par o additivité
k=0 k=0
oo\ +00 ) 1 k A Fo 1 A 1
Alors: P({2k+ 1|ke N}) = Z ——= Z — X (—2) =— — == T en utilisant les sommes géométriques
k=02 k=02 \2 204" 2 1-y4
1 1 4 1
Vu que A = —,, on obtient: P({2k+ 1lke I\I}) =_x_—=—
2 4 3 3
, . B T 1 2
Remarque: En passant au complémentaire, on a: P( 2k ke N}) = P({Zk +1|ke I\I}) =1- 5 = B

+00
3. SiB,, ={2k |k € [0, n]}, calculerP( Bn)

n=0
+00
Ona: B, cB,;; dong, par continuité croissante: P ( U Bn) = lirP P(B,)
n=0 n—+0o0

Or: B LnJA donc P@B,) iP(A) Xn: A )\i(l)k L I_W 2( L )—»
k=0 k=0 =02 S 4mrt) n—soo

4

X
2 1-

2
3

=

+00
Puisque B, ={2k|keN} ,onaretrouvé un résultat cohérent avec la remarque précédente.
n=0
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IIT) Indépendance

On étend les résultats sur 'indépendance vu dans le cadre des univers finis au cas d'un espace probabilisé (Q, «Z, P).

{ Définitions : Indépendance de deux événements et indépendance mutuelles }

Dans un espace probabilisé (2, </, P),

* les événements A et B sont indépendants lorsque P(AnB) = P(A)P(B)

* les événement A1,Ay,..., A, (ol1 n € N* est fixé) sont deux a deux indépendants lorsque
Vi, j)ell,nl? i#j=P@A;nA;)=PA)PA))

e les événements Aj,A,,...,A, (ou n € N* est fixé) sont mutuellement indépendants lorsque,

Ak

keJ

=[[P@Ap
keJ

pour toute partie J avec] c [1, n], P

Remarques :
* Aj,..., A, sont mutuellement indépendants = P(A;NA2N---NA,) = P(A1) xP(Ag) x---xP(A}) (avec] =[1, n])
mais la réciproque est fausse! Il faut vérifier toutes les intersections de 2, 3,...ou n événements.

* Aj,...,A; sont mutuellement indépendants = A, A,,...,A, sont 2 a 2 indépendants (avec] ={i, j})
mais la réciproque est fausse! Il faut vérifier toutes les intersections de 2, 3,...o0u n événements.

IV) Conditionnement

On étend les résultats sur le conditionnement vu dans le cadre des univers finis au cas d'un espace probabilisé (Q2, «/, P).

{ Définition : Probabilité conditionnelle }

Soient A et B deux événements tels que P(B) > 0, on appelle probabilité conditionnelle de A sachant B le réel

P(AnB)
Pp(A) =P(AB) = PE)

La probabilité conditionnelle Py est une probabilité sur (Q2,«/) etona: A etB sontindépendants < Pg(A) =P(A)

Il s’agit de vérifierque: Pp:<«/ —[0,1], Pp(QQ)=1 et Pg vérifiela g-additivité.
D’abord: AnBcB=0<P(AnB)<P(B) dou, endivisantparP(B)>0: 0<Pg(A)<1

Ensuite: Pp(Q) = HOnE) _ P _

1 et si(Ay)nen est une famille d’événements 2 a 2 incompatibles, alors :

P(B) P@B)
+00 1 +00 1 +00 +0o0
Pg ( U Ak) =—P ( U Ak mB) =—— ) P(AxnB)=) Pg(Ax) d'oula o additivité
n=0 P(B) n=0 P(B) n=0 k=0

Théoreme : Formule des probabilités composées %

SiAj,...,A, sont n événements (n = 2) d'un espace probabilisé avec P(A;NAzN---NA,-1) >0 alors
PA1nAxn---NA,) = P(A1)Pa,(A2)Pa A, (A3) X -« X Paiaa,neena,_; (An)
= P(A)P(A2|ADP(A3|A1NAg) x -+ xP(AplA1NAyN---NA,-1)

D’abord AjnAyNn---NA,-1cANAyN---NA,_2 ©...A; NAy C Ay aussi tout les conditionnement sont possibles
car, par croissance et vu que P(A;nAy N ---NAy,-1) >0, toutes les probabilités sont bien > 0.
On montre ensuite le résultat par récurrence avec :
HRy, «P(A;nAzN---NAy) =P(A1)Pa, (A2)Pa A, (A3) X -+ X Panayneena,  (AR) SIP(ATNA2N - NAp_1) >0»

Initialisation :Pour n =2, si P(A;) >0, alors P(A; N Ay) = P(A1)Pa, (A) par définition de Py, (A)
Hérédité : On suppose HR;, vraie. On se donne Aj,...,A;+; des événements avec P(AjNA,N---NA,) >0

Onpose A=A NAsN---NA,alorsP(A)>0etaussi:AcA;NAyN---NA,—1doncP(AjnAsN---NA;-1) >0

Par HR,,onadonc: P(A)=P(A])Pa,(A2)Pa,na,(A3) X -+ X Pa na,n-nA,_ (Ay)  eton peut conditionner par A :

P(AinAzn---NA;NAz+1) =P(ANAp+1) =P(A)PA(An+1) = P(A1)Pa, (A2)Pa na, (A3) X -+ X PA nA,nnA,_; (An) X PA(Ap+1)
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En définitive, rien ne change pour I'indépendance ou pour le conditionnement en passant aux pro-
babilités dénombrable par rapport aux univers finis...Il reste a examiner 1’extension des formules de probabilités
totales et de la formule de Bayes.

{ Définition : Systéme complet ou quasi-complet au plus dénombrable d’événements }

Soit une famille (A;);e1 d’événements d’'une tribu «f sur I'univers Q avec I ensemble finioulI=N,
e on dit que (A;) ;1 est un systeme complet d’événements lorsque

- les événements (A;) ;¢ sont deux a deux incompatibles autrement dit: V(i, j) € I?, i#j=>A;nA =9

- laréunion des (A;);er correspond a l'univers Q en entier autrement dit : UAi =Q
i€l

 on dit que (A;);er est un systeme quasi- complet d’événements lorsqu’on remplace la seconde condition par

UaAi

iel

P =lo ZP(Ai) = 1 sous la condition 1 autrement dit lorsque | JA; est un événement presque sr.

i€l i€l

{ Théoreme : Formule des probabilités totales }

Si (Aj) nen est un systeme complet ou quasi-complet d’événements alors

+00 +00
lasérie Y P(BNA,) converge etona: P(B)=) PBNA,) =) PA,)PBIA,)

n=0 n=0 n=0

Puisque (A,) est un systeme complet d’événements, les événements (BN A,),>o sont 2 a 2 incompatibles aussi la

N N
série a termes = 0 est CVA car les sommes partielles sont majorées par1: VN € N, Z P(BNA,) =P ( BnA,|<1
=0 n=0
+00 +00 +00 n+oo
B=BnQ=Bn ( An) = U (BnAj,) d'ou, par g-additivité : P(B) = PBNnA,) = Z P(A,)P(BIA,)
n=0 n=0 n=0 n=0

Remarques :
* On adopte la convention P(A,,)P(B|A,) =0siP(A,) = 0. La formule généralise donc celle obtenue avec un systeme
complet comportant un nombre fini d’événements.

e On peut toujours imaginer la situation avec un arbre pondéré mais il a une infinité de branches...L’hypotheése de
quasi-complétude assure qu’on empruntera une et une seule des branches vers I'un des événements A,,...sachant
que les branches correspondant a des P(A;) = 0 ne sont pas empruntées en pratique.

{ Théoreme : Formule de Bayes }

Si (Aj) nen est un systeme complet d’événements de probabilités non nulles et si B un événement avec P(B) # 0
P(AynB) P(A,)P(BIA,)
alors : VneNN, P(A,|B) = =

P(B) )
Y P(ApP(BIAg)
k=0

Il suffit de refaire le méme raisonnement que celui fait pour les univers finis mais en utilisant la formule des pro-
babilités totales vu juste avant.
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CHAPITRE XII ESPACES PROBABILISES

| EXEMPLE N° 8] On lance deux dés équilibrés jusqu’a obtenir un total de 5 ou de 7.

1. Soit n € N* et E,, 'événement « on obtient 5 pour la premiére fois au n ieme lancer », calculer P(E,,).

Onnote Ay «On obtient un total de 5 au kiemelancé» et By «On obtient un total de 7 au k ieme lancé »
de sorte que: E;, = (A_1 N B_l) ) (A_gﬂB_g) N---N (ﬁﬂm) NAj; quitraduit "Le ler lancer ne donne ni 5 ni 7"
et "le 2nd lancer ne donne ni 5 ni 7" et ainsi de suite jusqu’au 7 — 1 eme lancer et "le 7 eme lancer donne 5"

Connaitre les résultats de certains lancers n’apportent bien str aucune information sur les résultats des autres

lancers de sorte que les différents lancers (et les événements qui s’y rapportent) sont indépendants. De ce fait :
n-1

P(E,) = (H P(ArNBy)
k=1
Par contre, nous n’avons aucun argument pour penser que, sur un lancer k fixé, les événements Ay et By

soient indépendants. Par passage au complémentaire, on déplace le probléme en un calcul de probabilité d'une
réunion ot on dispose d’autres arguments
Etudions maintenant la situation a k fixé autrement dit on travaille désormais avec I'expérience aléatoire
consistant a lancer 2 dés: 1'univers de cette expérience est Q=[1,6] x [1,6] qui contient

6 x 6 résultats équiprobables(car les dés sont équilibrés)

xP(A,) etpourke[l,n—1]: P(AxnBy)=1-P(ArUBy)

1
Les issues favorables pour la réalisation de Ay sont {(1,4), (2,3), (3,2), (4,1)} soit P(Ay) = 36 = 5
6 1
Les issues favorables pour une somme a 7 sont {(1,6), (2,5), (3,4), (4,3), (4,2), (6,1)} soit P(Bx) = = = =
2+3 5

Les événements Ay et Bx sont incompatibles donc: P(Ax UBg) = P(Ag) + P(By) = 5 =0

On peut donc conclure que: P(E;,) (1 0 )n_l 1@ P(E,) 1(13)”‘1
: = - T X — = —| —
’ ! ! 18 % """ 9l18

2. Quelle est la probabilité que le jeu s’arréte parce qu'on a obtenu un 5?

Onnote E «lejeu s’arréte parce qu'on a obtenuun 5» qui se réalise s'il existe un n avec E,, réalisé donc :
+00

E= U E, etlesévénements (E;),en+ sont 2 a 2 incompatibles (E,, NE,, = @ si n # m car le jeu ne peut pas finir sur un

n=1 +00 1013\ 1 1 2
5en n et en m lancer en méme temps) donc, par ¢ additivité: P(E) = Z PE,) =—- Z (—) ==X ===
= 9 = |18 9 1-1B 5

18
3. Quelle est la probabilité que le jeu s’arréte parce qu'on a obtenu un 7?
On procéde de manieére analogue avec: F,1'événement «on obtient 7 pour la premiére fois au n ieme lancer »
et: F«lejeus’arréte parce qu'on aobtenuun7» Il suffit, dans 1), de substituer B, a A, dans la définition de

1 1
E,, pour obtenir F,, et donc de remplacer le B par — dans le calcul de la probabilité :
3

3 n-1 +00 1
P(F,;) == (—) puis: F= U F, (réunion disjointe) d’ou, par o-additivité : P(F) = = x =
6118 =1 6 1- % 5

Attention! F = E est FAUX! L'univers de I'expérience est Q=EUFUG ou1 G est «le jeu ne s’arréte pas ».
C’est par le calcul qu'on démontre que G est de probabilité nulle (cf question 4) donc qu'il est négligeable...

4. Quelle est la probabilité que le jeu ne s’arréte jamais?
«Le jeu ne s’arréte pas » est le contraire de 'événement EUF : «le jeu s’arrréte» Or: P(EUF) =P(E)+P(F)

. . . 2 3 I . Al .
car E et F sont incompatibles. Soit : P(EUF) = S + == 1 donc la probabilité que le jeu ne s’arréte jamais est nulle.
5. Sion joue avec un total qui vaut 2 ou 3 a la place de 5 ou 7, est-ce que le jeu s’arréte?

1 1 3 1
En substituant2a5et3a7,ona: PAy)=— et PBip)=— dou PArUBp)=—=—,
36 18 36 12

uis: P(E,) = — ( 1)n_1 P(E,) = — (H)H i conduita P(E) = — x ——— = » et P(F) = 2
: =—(=] , =—|= ui conduit a =—x——=-e¢ ==
P "= 3612 "= 1812 1 36 1-L 3 3

T 12
On retrouve que P(EUF) =1 etlejeus’arréte! Cela tient au fait qu'on s’autorise une infinité de lancer...Méme s'il

faudra sans doute plus de temps, le jeu s’arrétera. En proba, tout ce qui est réalisable (cad de proba non nulle), ce réalisera
(a condition d’étre patient et de répéter I'expérience suffisamment)
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